
XVII. ro£ník BRKOS 2010/2011

Zadání 1. série

Afinní roviny

Termín odeslání: 25. °íjna 2010

auto°i: Lenka a Zbyn¥k

Úloha 1.1.
To uº tak jednou kon£ilo léto, ale je²t¥ po°ád svítilo sluní£ko, a Lib¥nka chytala

poslední bronz venku na zahrad¥. Jak m¥la zav°ené o£i, tak si vzpomn¥la na dovole-
nou v zahrani£í, kde potkala zvlá²tní skupinku 25 lidí. Byli dohromady z 5 r·zných
stát· a kaºdý z nich m¥l na sob¥ tri£ko jedné z 5 barev (ºádní dva lidé stejné
národnosti nem¥li tri£ko stejné barvy). Najednou ji napadlo: �Dokázala bych
je se°adit do £tverce tak, aby v ºádném sloupci ani °ádku nebyli dva lidé stejné ná-
rodnosti a aby v ºádném °ádku ani sloupci nebyli dva lidé se stejnou barvou
tri£ka?� Nedalo jí to a uº si b¥ºela pro papír si to nakreslit. Pom·ºete jí?

Úloha 1.2.

Je²t¥ neº si Lib¥nka stihla vy°e²it svoji úlohu, uº tu byl Ma-
t¥j s n¥jakou £máranicí a mával jí s tím p°ed obli£ejem. �Lib¥nko,
schváln¥, ºe neuhodne², co to je!� Lib¥nka se vy£ítavým pohledem
rychle mrkla na Mat¥j·v papír, ale bylo na n¥m pouze pár te£ek a
n¥jaké spojnice mezi nimi (viz. obrázek). Neº se sta£ila Lib¥nka za-
myslet, uº na ni Mat¥j znovu pok°ikoval: �Lib¥nko, to je p°eci Fanova rovina! Ale
dám ti úkol. Kolika zp·soby ji m·ºeme zobrazit samu na sebe tak, aby trojice, které
byly spojené (p°ímkou nebo kruºnicí), z·staly spojené?�

Úloha 1.3.
Mezitím, co d¥ti byly venku na zahrad¥, se Henry díval na televizi. Zrovna b¥ºela

jakási sportka, ve které je výhra za uhodnutí vylosované dvojice z 25 £ísel. Na tiketu
v²ak lidé mohou vyplnit 5 £ísel a vyhrají, pokud mají zatrºená ob¥ losovaná £ísla. A
Henry p°emý²lel: �Kolik nejmén¥ tiket· bych si musel koupit a zatrhnout, abych m¥l
jistou výhru? A která £ísla bych vlastn¥ musel na t¥ch tiketech zatrhnout?� Stihnete
to vymyslet d°íve neº Henry?

Úloha 1.4.
Henrymu úloha moc dlouho netrvala, a tak se vydal na zahradu podívat se to,

co tam d¥ti vyvád¥jí. Neº ale vy²el ze dve°í ven, v²iml si, ºe mu na nást¥nce visí
je²t¥ jedna nevy°e²ená úloha. �Nu coº, d¥ti ur£it¥ nic nevyvedou a já tu mám tuhle
úlohu uº tak dlouho, ºe je ostuda, ºe tu je²t¥ visí.� Henry se totiº vºdycky zarazí v
úvodu, m¥l by ji uº jist¥ dávno vy°e²enou, ale z de�nice na to ne a ne p°ijít. Ta úloha
zní: z de�nice a�nní roviny (opakuji, z de�nice) ukaºte, ºe kone£ná a�nní rovina má
pro n¥jaké p°irozené n práv¥ n2 bod· a n2 + n p°ímek, na kaºdé je práv¥ n bod· a
kaºdým prochází n+ 1 p°ímek. Pom·ºete Henrymu, a´ uº ho tato úloha tak netíºí?
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Úloha 1.5.
Zato Kouma nem¥l sluní£ko v·bec rád. V t¥chto vedrech chodil nej£ast¥ji do

lesa, aby se tro²ku schladil. Moc rád hledal houby, ale to ²lo jen po de²ti a te¤
zrovna v·bec ºádné nerostly. Dneska vytáhl i �oumu, a´ se po tom lese neloudá
sám. �ouma se ho snaºil v t¥chto dnech rozveselit, a tak vºdycky p°i²el s n¥jakým
zajímavým problémem. Zrovna uvid¥l na zemi n¥kolik hromádek ²i²ek a povídá:
�Koumo, podívej na ty t°i hromádky ²i²ek! To je ale zajímavé! Po£et ²i²ek na první
hromádce (ozna£me a) se p°esn¥ rovná vzdálenosti první hromádky od druhé. Po£et
²i²ek na druhé hromádce (ozna£me b) se rovná vzdálenosti druhé hromádky od t°etí.
A po£et ²i²ek na t°etí hromádce (c) je vzdálenost mezi první a t°etí hromádkou.�
�No a co s tím?� ptá se Kouma. �Dosa¤ si je nyní do této rovnice

x2 + (2ab+ 1)x+ a2 + b2 = c2

a dokaº, ºe pokud jsou °e²ením vzhledem k x celá £ísla, ºe ty hromádky ²i²ek tvo°í
pravoúhlý trojúhelník.� Zvládli byste to také dokázat?

Úloha 1.6.
Koumovi se hnedka srdí£ko zatetelilo, kdyº mohl pouºít v takovém neskute£ném

horku mozek a uº vymý²lel p°íklad na oplátku �oumovi. �A te¤ka zase já! Vidí²
támhleten kruh v obilí? Jak je vepsaný do toho trojúhelníku? Ozna£ si st°ed té
kruºnice O a vrcholy toho trojúhelníka A,B,C. Te¤ p·jdeme po p°ímce sm¥rem k
bodu O a postupn¥ protneme p°ímky AB v bod¥ M , AC v bod¥ N a BC v bod¥
P . Samoz°ejm¥ p°ejdeme p°es bod O. Zvládne² nyní dokázat, ºe

a

|BP | · |PC|
+

b

|CN | · |NA|
+

c

|AM | · |MB|
=

(a+ b+ c)2

abc
?�

Pozor, vzdálenosti uvaºujeme orientované, jako nap°. v £lánku http://cs.

wikipedia.org/wiki/Meneláova_v¥ta. Pokud je nap°. bod P vnit°ním bodem
BC, jsou vzdálenosti BP a PC orientovány shodn¥ a jejich sou£in je kladný.
Pokud by bod P byl vn¥j²ím bodem úse£ky BC, jsou vzdálenosti BP a
PC orientovány opa£n¥ a jejich sou£in je záporný.

Úloha 1.7.
Stejn¥ jako kaºdým rokem se i letos na konci léta po°ádá mezi Leno²ínem a

Hloup¥tínem VMV (Velká matematická válka). Soupe°í zde ty nejv¥t²í mozky z obou
vesnic a snaºí se vy°e²it zapeklité p°íklady. Letos byla pom¥rn¥ nízká úrove¬, ale
za to se objevil jeden p°íklad, který nakonec rozhodl o vít¥zi, kterým se stal jako
kaºdým rokem Leno²ín (jsou sice líní, ale hloupí rozhodn¥ ne;)). Troufnete si na
takový p°íklad? Máte dokázat, ºe polynom s celo£íselnými koe�cienty nem·ºe splnit
sou£asn¥ P (a) = b, P (b) = c a P (c) = a pro ºádná t°i r·zná celá £ísla a, b, c.
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Svá °e²ení posílejte na adresu:
BRKOS

P°írodov¥decká fakulta MU
Kotlá°ská 2
611 37 Brno

nebo uploadujte na na²ich stránkách:
http://bart.math.muni.cz/~brkos
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