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Pomocny text

POSLOUPNOSTI

Kdyz se mluvi o posloupnostech na vysokogkolské trovni, pouzivaji se pojmy
jako kartézsky soudin, binarni relace nebo zobrazeni. Nam ale bude stac¢it pohled na
posloupnost jako na spoustu (obvykle nekone¢né mnoho) &isel, ktera jsou zapsané
v néjakém poradi. Podle tohoto poradi pfifadime ¢islim indexy — -ty prvek v po-
sloupnosti budeme znacit a; (prvni prvek posloupnosti je tedy a1, i kdyz mnohé
literatura zacina posloupnost prvkem ay.)

Abychom si usnadnili dorozumivani, zavedeme si nékolik pojmu:

Rostouci posloupnost je takova, ze pro v8echna pfirozena ¢ plati a; < a;41.
(Napriklad {i}°; =1,2,3,4,5,6...)

Nerostouci posloupnost je takova, ze pro vSechna pfirozend ¢ plat{ a; > a;y1.
(Napriklad 1,1, 3, 3,3, % ...)

Klesajici posloupnost je takové, ze pro vSechna pfirozend ¢ plati a; > a;41.
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(Naprlklad {;},?21 = 1, 5,374 - )

Neklesajici posloupnost je takova, Ze pro vSechna p¥irozend ¢ plati a; < a;y1.
(Napiiklad 1,1,2,2,3,3,4,4,...)

Monotoénni posloupnost je neklesajici nebo nerostouci.

Ryze monoténni posloupnost je klesajici nebo rostouci.

Konstantni posloupnost je neklesajici a nerostouci.

Podposloupnost posloupnosti aj, ag, ... je libovolnad posloupnost a;,, a4, ..., kde
11 < i3 < ... jsou pfirozend ¢&isla, ktera ale nemusi byt po sobé jdouci.

Aritmeticka posloupnost

splituje rovnost
a; = ki + t,

kde k,t jsou redlna cisla, ¢islu k fikdme diference. Lze ji také definovat tak, Ze rozdil
dvou po sobé jdoucich prvkid posloupnosti je vzdy roven k, nebo tak, ze kazdy prvek
kromé prvniho je aritmetickym primérem pfedchazejictho a néasledujiciho.

U posloupnosti nas ¢asto zajima soucet prvnich n prvkia. Na to, jak jej spocitat
pro aritmetickou posloupnost pfisel jisty pan Gauss, v té dobé jako dité. Ukazme si
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jeho metodu nejprve pro posloupnost p¥irozenych ¢isel. Napidme si prvnich n éisel
dvakrat pod sebe takto:

1 2 3 4 5 ... n
n n—1 n-2 ... 3 2 1

Zjistime, ze v kazdém sloupci je soucet n+ 1. A protoze je sloupci n, dostavame
soucet n - (n + 1). Kazdé ¢islo jsme v8ak zapocitali dvakrat, proto je hledany soucet
P o . “r _ n(n+1)
prvnich n pfirozenych ¢isel s, = —5—.
Pokusme se nyni nase avahy zobecnit. Uvazme libovolnou aritmetickou posloup-
nost a pokusme se odvodit vzorec pro prvnich n ¢lend. NapiSme si tyto ¢leny opét

pod sebe:

k4t 2k +t ... nk+t
nk+t (n—1Dk+t ... k+t
Opét vidime, ze soucet v kazdém sloupci je nk 4+ k + 2t. Slupcti je celkem n a
opét jsme kazdy ¢len zapocitali dvakrat, proto je vysledny vzorec s, = M
Aritmetickd posloupnost je vidy monoténni — pro k > 0 rostouci, pro k < 0
klesajici, pro k = 0 konstantni.
Prikladem aritmetické posloupnosti je posloupnost {2i}5°, = 2,4,6,8,10.... Jeji
diference je k = 2.

Geometricka posloupnost
se vyznacuje tim, Ze pro jeji i-ty prvek plati
a; = qua

kde k, q jsou realné Cisla, Cislu ¢ Fikame kvocient. Lze ji také definovat tak, ze podil
dvou po sobé jdoucich prvka posloupnosti je vzdy roven g, nebo tak, ze kazdy prvek
kromé prvniho je geometickym primérem predchéazejiciho a nasledujiciho. Pro ¢ > 1
je tato posloupnost rostouci, pro 0 < g < 1 klesajici, pro ¢ = 1 konstantni.

Misto abychom nékomu vnucovali vzorec pro soucet prvnich n prvki geometrické
posloupnosti, ukdzeme si, jak se prvky takové posloupnosti s¢itaji. Na jednom Fadku
si vyjadiime soucet S prvnich n séitanct, na druhém jeho g-nasobek:

Snp = kql + kqQ + ]{jq3 + .. + kq”—l + ]’an’
qSn = k@ + kg® + -+ kq" ' 4+ kq" + kg™

Od druhé rovnice prvni odeéteme. Vsimnéme si, ze vSechny s¢itance kromé prvniho
z prvni rovnice a druhého z druhé rovnice nam vypadnou, zbude

(q - 1)3n = qn+1 -1
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Odtud si s, ¢tendr snadno vycisli. S timto souctem se pocita tieba tehdy, kdyz chcete
védét, kolik penéz budete mit na uctu za deset let pfi mési¢nim vkladu tisic korun.
Pak ¢ odpovid4 aroku, k£ vkladu a n poctu vkladt. Pokud plati, ze —1 < ¢ < 1,
lze stejnym trikem secist vSechny prvky nekone¢éné geometrické posloupnosti. To je
piipad housenky, kterd prvni den uleze ptl metru, druhy den ¢étrt, dalsf den osminu,
.. a po nekone¢né dlouhé dobé se dostane do vzdalenosti metr od mista, ze kterého
vysla.

Pokud je ale ¢ > 1, tento soufet utece do nekonecna, pro ¢ < —1 osciluje.
1

Prikladem geometrické poslounosti je {%};ﬁl Kvocientem této posloupnosti je ¢ = 5.

Fibonacciho posloupnost

je definovéna tak, Zze a1 = a2 = 1 a a;42 = a;41 + a; pro vSechna p¥irozené ¢isla
1. Plati pro ni desitky zajimavych vztahti, popisuje chovan{ nékterych jevt v pfirodé
a je tzce spjata s tzv. zlatym fezem.

Na zavér néco pro hloubavé a zvidavé studenty, ktefi uz maji posloupnosti trochu
vZité.
Sc¢itani a diferencovani

S¢itani prvnich n prvki a diferencovani (pocitani rozdilu mezi n-tym a n — 1-tym
prvkem) jsou operace, které jsou vidi sobé opa¢né (tém zvidavym prozradime, Zze
maji blizko k integrovéni a derivovani). Reknéme, ze mame mnohoclen

P(x) = bpa® + bp_12* T+ ...+ bo

a posloupnost a; = P(i). Pak soucet prvku prvnich n ¢lent této posloupnosti v za-
vislosti na n je mnohoclen stupné k + 1 (z se v ném vyskytuje v k + 1-té mocning),
zatimco a, — a,_1 je mnohoclen stupné k — 1.

3 BRKOS Team 2008



