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Pomocný text

Vektory

V na²om pomocnom texte Vás prevedieme postupne afínnou geometriou, skalárnym sú£i-
nom dvoch vektorov, vektorovým sú£inom a zmienime sa krátko o orientovanom obsahu
a jeho vyuºití. Tento text sa snaºí zavies´ vektory pomocou intuitívnych geometrických
predstáv a vyuºi´ tieto poznatky na rie²enie najmä geometrických úloh, samozrejme ex-
istuje mnoho prístupov ako zavies´ vektory a s nimi súvisiace pojmy (ve©kos´ vektoru,
súradnicový systém. . . ), ale mnoho ráz si to aj vyºaduje zna£ný teoretický základ. Tak hor
sa do £ítania!

Afínna geometria

Na úvod si rozoberieme vzájomnú kore²pondenciu medzi vektormi1 a bodmi2 ©ubovo©ného
euklidovského priestoru s pevne zvoleným bodom 0 � po£iatkom. Ke¤ºe v minulej sérii
ste sa zaoberali £íselnými mnoºinami a de�novali ste si na nich binárne operácie, £iºe zo-
brazenia, ani pri vektoroch neupustíme od tejto tradície. De�nujeme zobrazenie V (translá-
cia £i posunutie alebo vektor) ur£ené dvomi bodmi A a jeho obrazom V (A) = B. Pre
jednoduchos´ budeme zna£i´ posunutie nejakého bodu A do B nasledovne

−−→
AB. Ak by sme

bod A ur£ili konkrétnej²ie, £iºe po£iatkom 0 a jeho obrazom V (0) = X, nie je pochýb, ºe
daný vektor

−→
0X ur£uje bodX jednozna£ne. Preto nebudeme rozli²ova´ medzi vektorom

−→
0X

a bodom X. V nasledujúcich úvahách zavedieme konvenciu, ºe v prípade popisu geomet-
rického útvaru v príkladoch jeho vrcholy budeme zna£i´ ako body a zase na druhej strane
v teoretických £astiach budeme pouºíva´ zna£enie ako vektory ©ubovo©ného euklidovského
priestoru En, n ∈ N.

De�nice 6.1. Nech A,B sú ©ubovo©né body euklidovského priestoru a t ∈ R+ ©ubovo©né.
De�nujeme sú£et bodov A,B nasledovne

A+B = stredovej súmernosti (re�exii) po£iatku 0 pod©a stredu úse£ky AB

a bod tX je taký bod priestoru, ºe pre neho platí:

• jeho vzdialenos´ od po£iatku 0 je t-krát vä£²ia ako vzdialenos´ X od 0.

• leºí na polpriamke z bodu 0 prechádzajúcej bodom X.
1zna£íme malými písmenami naj£astej²ie u, v, w . . .
2 �klasické� zna£enie pre body A,B,C,D . . .
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Pre s ∈ R− platí, ºe bod sX vznikne stredovou súmernos´ou pod©a po£iatku 0 bodu (−s)X =
−sX. �alej de�nujeme 0X = 0.

−−→
AB = B + (−A) = B −A

�aºisko trojuholníka je bod, ktorý delí úse£ku ur£enú ©ubovo©ným vrcholom a stredom pro-
ti©ahlej strany v pomere 2:1.

Príklad 6.1. Dokáºte, ºe ´aºisko trojuholníka ABC je bod T = A+B+C
3 .

Príklad 6.2. Nech ABCD je ²tvoruholník a A′B′C ′D′ ²tvoruholník ´aºísk trojuholníkov
postupne BCD,CDA,DAB a ABC. Ukáºte, ºe existuje stred rovno©ahlosti Y , z ktorého
môºe by´ ²tvoruholník ABCD transformovaný na ²tvoruholník A′B′C ′D′. Ur£te Y a koe-
�cient rovno©ahlosti.

Rie²enie. Najskôr ur£íme koe�cient rovno©ahlosti:

−−→
A′B′ =

C +D +A

3
− B + C +D

3
=
−(B −A)

3
= −
−−→
AB

3

Analogicky pre zvy²né tri úse£ky, odkia© získame v²eobecný predpis pre rovno©ahlos´ T a
©ubovo©né vrcholy A′B′C ′D′ resp. ABCD: T

(−−−→
K ′L′

)
= −

−−→
KL
3 a pod©a de�nície vieme, ºe

pre stred rovno©ahlosti Y platí

T
(−−→
Y L′

)
= −
−→
Y L

3
.

Ur£íme Y pomocou vrcholu A′:

A′ − Y = −A− Y
3

⇔ Y =
A+B + C +D

4
.

Pre ostatné vrcholy sa ekvivalencia overí ©ahko, ke¤ºe ostatné rovnosti sú analogické.

Skalárny sú£in

V nasledujúcej £asti budeme pre na²e úvahy potrebova´ pojem súradníc vektoru, preto
ho nasledovne intuitívne zavedieme. Budeme ich ur£ova´ vzh©adom k pravoúhlej sústave
súradnic priestoru En s pevne ur£enou orientáciou osí. Potom súradnice po£iatku 0 v tejto
sústave sú (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn, ktorý niekedy nazývame nulový vektor.

De�nice 6.2. Nech u, v ∈ En so súradnicami u = (u1, u2, . . . , un), v = (v1, v2, . . . , vn) ∈
Rn. De�nujeme skalárny sú£in vektorov u, v nasledovne

〈u, v〉 =
n∑

i=1

uivi.

V¥ta 6.1. Takto de�nované zobrazenie má nasledujúce vlastnosti:

• ∀u ∈ En : 〈u, u〉 ≥ 0, 〈u, u〉 = 0⇔ u = 0

• ∀u, v ∈ En : 〈u, v〉 = 〈v, u〉

• ∀u, v, w ∈ En; a, b ∈ R : 〈u, av + bw〉 = a〈u, v〉+ b〈u,w〉
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De�nice 6.3. Normu (ve©kos´) vektoru u ∈ En de�nujme

‖u‖ =
√
〈u, u〉.

V nasledujúcom príklade na£rtneme geometrický význam takto de�novaného zobrazenia.

Príklad 6.3. Uváºme trojuholník so stranami ‖u‖, ‖v‖, ‖u − v‖ tak, ºe 0, u, v,∈ E3 sú
jeho vrcholy 3. Ur£íme

‖u− v‖2 =
3∑

i=1

(ui − vi)2 =
3∑

i=1

u2i +
3∑

i=1

v2i − 2
3∑

i=1

uivi = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2〈u, v〉.

Pouºitím kosínusovej vety pre tento trojuholník máme:

‖u− v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 − 2‖u‖‖v‖ cosα,

kde α je uhol medzi vektormi u a v. �ím získavame geometrický význam skalárneho sú£inu.

De�nice 6.4. Nech u, v ∈ En − {0}, n ∈ N. Odchýlkou vektorov u, v nazveme reálne £íslo
α ∈ [0, π], pre ktoré platí

cosα =
〈u, v〉
‖u‖‖v‖

.

Aby sme overili, ºe predchádzajúca de�nícia je korektná, uvedieme nasledujúci príklad:

Príklad 6.4. Pre ©ubovolné u, v ∈ En dokáºte, ºe platí Cauchy�Schwarzova nerovnos´

|〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.

Rovnos´ nastane práve vtedy, ke¤ u, v sú lineárne závislé4 alebo aspo¬ jeden z dvojice u, v
je nulový vektor.

Rie²enie. Najprv poloºme u = 0, potom 〈0, v〉 = 0 = ‖0‖‖v‖. Analogicky pre v = 0.
Pre u, v 6= 0, t ∈ R po£ítajme:

0 ≤ ‖u− tv‖ = 〈u− tv, u− tv〉 = 〈u, u〉 − 2t〈u, v〉+ t2〈v, v〉 = g(t)

Aby pre danú kvadratickú rovnicu g(t) platila uvedená nerovnos´, musí by´ diskriminant

4〈u, v〉2 − 4〈u, u〉〈v, v〉 ≤ 0.

�o je ekvivalentné s vy²²ie uvedenou Cauchy�Schwarzovou nerovnos´ou, rovnos´ pod©a
vety 6.2 nastane práve vtedy, ke¤ u− tv = 0.

V¥ta 6.2. Nech u, v ∈ En sú nenulové vektory. Platí u ⊥ v ⇔ 〈u, v〉 = 0 a u ‖ v ⇔
^u, v = π.

De�nice 6.5. Vzdialenos´ dvoch vektorov u, v ∈ En, n ∈ N de�nujeme ako

ρ(u, v) = ‖u− v‖.
3presved£te sa, ºe skuto£ne ide o trojuholník
4de�nujeme: ∃t ∈ R : u− tv = 0
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Poznámka 6.1. �itate© sa môºe ©ahko presved£i´, ºe ide o dobre de�novanú vzdialenos´
dvoch vektorov. Takto de�novaná vzdialenos´ sp¨¬a v²etky geometrické poºiadavky tj. pre
©ubovo©né u, v, w ∈ En, n ∈ N:

• ρ(u, v) = ρ(v, u)

• ρ(u, v) ≥ 0, ρ(u, v) = 0⇔ u = v

• ρ(u, v) ≤ ρ(v, u) + ρ(u,w) ide o tzv. trojuholníkovú nerovnos´5.

Príklad 6.5. Nech A,B,C,D ∈ Rn, n ∈ N ©ubovo©né. Dokáºte, ºe platí

‖
−−→
AB‖2 + ‖

−−→
CD‖2 − ‖

−−→
BC‖2 − ‖

−−→
AD‖2 = 2〈

−→
AC,
−−→
DB〉.

Rie²enie. Budeme ©avú stranu rovnosti upravova´ ekvivalentnými úpravami:
‖
−−→
AB‖2 + ‖

−−→
CD‖2 − ‖

−−→
BC‖2 − ‖

−−→
AD‖2 = 2 (〈B,C〉+ 〈D,A〉 − 〈B,A〉 − 〈D,C〉) =

= 2(〈B,C −A〉 − 〈D,C −A〉) = 2〈B −D,C −A〉 = 2〈
−→
AC,
−−→
DB〉.

Ke¤ºe body v predchádzajucom príklade boli ©ubovolné mohli ur£ova´ ©ubovolný útvar
priestoru, preto uvedieme pár moºností6:

• v ²tvorstene ABCD je
−−→
AB ⊥

−−→
CD ⇔ ‖

−−→
AB‖2 + ‖

−−→
CD‖2 = ‖

−−→
BC‖2 + ‖

−−→
AD‖2

• v lichobeºníku ACBD7je ‖
−−→
AB‖2 + ‖

−−→
CD‖2 = ‖

−−→
BC‖2 + ‖

−−→
AD‖2 + 2‖

−→
AC‖‖

−−→
DB‖

• v rovnobeºníku ACBD je ‖
−−→
AB‖2 + ‖

−−→
CD‖2 = 2(‖

−→
AC‖2 + ‖

−−→
CB‖2)

• v trojuholníku ABC pre ´aºnicu ta platí ‖
−−→
BC‖2+4t2a = 2(‖

−−→
AB‖2+‖

−→
CA‖2), pretoºe

zostrojíme rovnobeºník ABDC, kde D vznikne re�exiou bodu A pod©a stredu BC;
podobné úvahy platia aj pre ostatné ´aºnice

• v trojuholníku ABC8. s ´aºiskom S platí
−→
AS ⊥

−→
BS ⇔ ‖

−−→
BC‖2 + ‖

−→
AC‖2 = 5‖

−−→
AB‖2.

Vektorový sú£in

De�nice 6.6. Nech u, v ∈ E3 a u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3). Vektorový sú£in u, v
de�nujeme nasledovne

u× v =

∣∣∣∣u2 v2
u3 v3

∣∣∣∣ (1, 0, 0) + ∣∣∣∣u3 v3
u1 v1

∣∣∣∣ (0, 1, 0) + ∣∣∣∣u1 v1
u2 v2

∣∣∣∣ (0, 0, 1),
kde

∣∣∣∣e f
g h

∣∣∣∣ = eh− gf je determinant reálnej matice 2× 2 de�novaný uvedeným vz´ahom.

Neformálne povedané vektorovým sú£inom dvoch lineárne nezávislých vektorov je taký
vektor,ktorý je kolmý na oba. Jeho smer ur£ujeme pomocou pravidla pravej ruky.

5pri dôkaze sa vyuºije vy²²ie dokazaná nerovnos´
6nakreslite si obrázky
7vyuºitím Cauchy�Schwarzovej nerovnosti, pretoºe

−→
AC,
−−→
DB sú lineárne závislé(rovnobeºné)

8pouºite rovnos´ z predchádzajúceho príkladu na ²tvoruholník ABSBCSAC
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V¥ta 6.3. Nech u, v ∈ E3, potom platí

‖u× v‖ = ‖u‖‖v‖ sinα,

kde α ∈ (−π, π] je orientovaný uhol od u k v, zna£íme (u, v).

Poznámka 6.2. Na£rtneme dôkaz predchádzajúcej vety. Podobne ako v sekcii o skalárnom
sú£ine po£ítajme (v druhom kroku pouºijeme Lagrangeovu identitu9)
‖u× v‖2 = (u2v3 − v2u3)2 + (u3v1 − u1v3)2 + (u1v2 − u2v1)2 = ‖u‖2‖v‖2 − 〈u, v〉2 =
= ‖u‖2‖v‖2(1− cos2 α) = ‖u‖2‖v‖2 sin2 α, α ∈ [0, π].

Z predchádzajúcej vety vidíme, ºe ve©kos´ vektora u × v je rovná orientovanej ploche
rovnobeºníka ur£eného lineárne nezávislými vektormi u, v.

9http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange's_identity, ale ide to aj cez roznásobenie :)
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