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Pomocny text

VEKTORY

V nafom pomocnom texte Vas prevedieme postupne afinnou geometriou, skalarnym sadi-
nom dvoch vektorov, vektorovym suc¢inom a zmienime sa kratko o orientovanom obsahu
a jeho vyuziti. Tento text sa snazi zaviest vektory pomocou intuitivnych geometrickych
predstav a vyuzit tieto poznatky na riefenie najmé geometrickych uloh, samozrejme ex-
istuje mnoho pristupov ako zaviest vektory a s nimi suvisiace pojmy (velkost vektoru,
stradnicovy systém. .. ), ale mnoho réaz si to aj vyzaduje znacny teoreticky zéklad. Tak hor
sa do Citania!

Afinna geometria

Na @vod si rozoberieme vzajomni korepondenciu medzi vektormi' a bodmi? Tubovolného
euklidovského priestoru s pevne zvolenym bodom 0 — pociatkom. KedZze v minulej sérii
ste sa zaoberali ¢iselnymi mnoZinami a definovali ste si na nich binarne operacie, ¢ize zo-
brazenia, ani pri vektoroch neupustime od tejto tradicie. Definujeme zobrazenie V' (transla-
cia ¢i posunutie alebo vektor) ur¢ené dvomi bodmi A a jeho obrazom V(A) = B. Pre
jednoduchost budeme znacit posunutie nejakého bodu A do B nasledovne E Ak by sme
bod A uréili konkrétnejsie, ¢ize pociatkom 0 a jeho obrazom V(0) = X nie je pochyb, ze
dany vektor (ﬁz urc¢uje bod X jednoznacéne. Preto nebudeme rozlisovat medzi vektorom 0
a bodom X. V nasledujtcich tivahach zavedieme konvenciu, Ze v pripade popisu geomet-
rického ttvaru v prikladoch jeho vrcholy budeme znacit ako body a zase na druhej strane
v teoretickych ¢astiach budeme pouzivat znacenie ako vektory l'ubovolného euklidovského
priestoru E®, n € N.

Definice 6.1. Nech A, B st lubovolné body euklidovského priestoru a t € R™ lubovolné.
Definujeme sicet bodov A, B nasledovne

A+ B = stredovej simernosti (reflexii) pociatku O podla stredu tsecky AB

a bod tX je taky bod priestoru, Ze pre neho plati:
e jeho vzdialenost od pociatku O je t-krdt vacsia ako vzdialenost X od 0.

o leZi na polpriamke z bodu O prechddzajicej bodom X.

!lynagime malymi pismenami najcastejsie u,v,w. ..
2 Xklasické* znacenie pre body A, B,C,D ...
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Pre s EVR* plati, Ze bod sX vznikne stredovou simernostou podla pociatku 0 bodu (—s)X =
—sX. Dalej definujeme 0X = 0.

AB=B+(-A)=B-A

Tazisko trojuholnika je bod, ktory deli isecku uréend lubovolnym vrcholom a stredom pro-
tilahlej strany v pomere 2:1.

Priklad 6.1. Dokazte, ze tazisko trojuholnika ABC je bod T = %.

Priklad 6.2. Nech ABCD je stvoruholnik a A’B’C’D’ stvoruholnik tazisk trojuholnikov
postupne BCD,CDA,DAB a ABC. Ukazte, Ze existuje stred rovnolahlosti Y, z ktorého
moze byt §tvoruholnik ABC D transformovany na $tvoruholnik A’B'C’D’. Uréte Y a koe-
ficient rovnolahlosti.

RieSenie. Najskor uréime koeficient rovnolahlosti:

T3 _C+D+A _B+C+D _—(B-4) _ 4B
3 3 3 3
Analogicky pre zvysné tri usecky, odkial ziskame Vseobecn redpis pre rovnolahlost T a
Tubovolné vrcholy A’B'C'D’ resp. ABCD: T (K’L’) = a podla definicie vieme, Ze

pre stred rovnolahlosti Y plati

V1

—
T(YL’) ==
3
Ur¢ime Y pomocou vrcholu A’:
A/—Y:—A_TyﬁY: A—i—B—ZC’—i—D.

Pre ostatné vrcholy sa ekvivalencia overi Tahko, ked7Ze ostatné rovnosti si analogické.

Skalarny sacin

V nasledujucej ¢asti budeme pre nase tivahy potrebovat pojem stiradnic vektoru, preto
ho nasledovne intuitivne zavedieme. Budeme ich urcovat vzhladom k pravouhlej sustave
stradnic priestoru E™ s pevne urenou orientaciou osi. Potom stradnice po¢iatku 0 v tejto
sustave su (0,0,...,0) € R™, ktory niekedy nazyvame nulovy vektor.

Definice 6.2. Nech u,v € E" so siradnicami u = (uy,u2,...,uy),v = (V1,V2,...,0,) €
R™. Definujeme skalarny saéin vektorov u,v nasledovne

n
v) = Z W; V5.
i=1

Véta 6.1. Takto definované zobrazenie md nasledujice vlastnosti:
o Vu e E": (u,u) > 0,(u,u) =0=u=0
o Vu,v € E": (u,v) = (v, u)

e Vu,v,w € E";a,b € R: (u,av + bw) = alu,v) + b{u, w)
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Definice 6.3. Normu (velkost) vektoru u € E"™ definujme

[ull = v/ {u, u).

V nasledujicom priklade na¢rtneme geometricky vyznam takto definovaného zobrazenia.

Priklad 6.3. Uvazme trojuholnik so stranami ||ul|,||v]], ||u — v| tak, Ze 0,u,v,€ E? su
jeho vrcholy 2. Uréime

3

3 3 3
lu—ol® = (wi—vi)* =D uf + Y 0f =2 wiwi = [[ul® + ol|* - 2(u, v).
i=1 i=1 i=1

i=1
Pouzitim kosinusovej vety pre tento trojuholnik méme:
2 2 2
[lu = l|” = [lull” + [lv]|” = 2|lu[[[|v]| cos a,
kde « je uhol medzi vektormi u a v. Cim ziskavame geometricky vyznam skaldrneho sicinu.

Definice 6.4. Nech u,v € E" — {0},n € N. Odchylkou vektorov u,v nazveme redlne ¢islo
a € [0, 7|, pre ktoré plati

(u, v)

[Jullllv]|

Cos&x =

Aby sme overili, ze predchadzajuca definicia je korektné, uvedieme nasledujuci priklad:

Priklad 6.4. Pre Tubovolné u,v € E™ dokaZzte, 7e plati Cauchy—Schwarzova nerovnost
[(u, 0)| < [lullf|o]-

Rovnost nastane prave vtedy, ked w,v st linearne zavislé* alebo aspoii jeden z dvojice u, v
je nulovy vektor.

RieSenie. Najprv polozme u = 0, potom (0,v) = 0 = ||0]|||v||. Analogicky pre v = 0.
Pre u,v # 0,t € R pocitajme:

0 < |lu—tv]| = (u—tv,u —tv) = (u,u) — 2t{u,v) + t*{v,v) = g(t)
Aby pre danu kvadraticka rovnicu g(¢) platila uvedené nerovnost, musi byt diskriminant
4{u, v)? — 4{u, u) (v, v) < 0.

Co je ekvivalentné s vyssie uvedenou Cauchy—Schwarzovou nerovnostou, rovnost podla
vety 6.2 nastane prave vtedy, ked u — tv = 0.

Véta 6.2. Nech u,v € E" si nenulové vektory. Plati v L v < (u,v) =0 au || v <
<u,v =T.

Definice 6.5. Vzdialenost dvoch vektorov u,v € E",n € N definujeme ako

p(u,v) = |lu— vl

3presvedite sa, e skuto¢ne ide o trojuholnik
*definujeme: It €R:u—tv =0
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Poznamka 6.1. Citatel sa moze Tahko presvedéit, ze ide o dobre definovant vzdialenost
dvoch vektorov. Takto definovana vzdialenost spliia vietky geometrické poziadavky tj. pre
Tubovolné u,v,w € E*,n € N:

* p(u,v) = p(v,u)
e p(u,v) >0, plu,v) =0 u=v
e p(u,v) < p(v,u) + p(u,w) ide o tzv. trojuholnikovii nerovnost®.

Priklad 6.5. Nech A, B,C, D € R" n € N Tubovolné. Dokazte, 7e plati
|AB|2 + |CD|? — | BC|? — || AD|)? = 2(AC, DB).

RieSenie. Budeme Tavn stranu rovnosti upravovat ekvivalentnymi ipravami:
|AB|1? + |CD|? — | BCI? — | AD|* = 2((B,C) + (D, 4) — (B, 4) — (D,C)) =
=2((B,C - A)—(D,C—-A))=2(B—D,C— A)=2(AC,DB).

Kedze body v predchadzajucom priklade boli [ubovolné mohli uréovat Iubovolny tvar
priestoru, preto uvedieme par moznosti®:

e v Stvorstene ABCD je AB L CD = Hﬁ“z + H@HQ = H@Hz + HEHQ
o v lichobezniku ACBDje |AB|? + |CD|2 = | BC|? + |AD|? + 2| AC||| DB
o v rovnobezniku ACBD je |AB|? + ||CD|? = 2(| AC|? + |CB|?)

P
v trojuholniku ABC pre faznicu to platf | BC|| + 462 = 2(| AB||2 + |CA||2), pretoze
zostrojime rovnobeznik ABDC, kde D vznikne reflexiou bodu A podla stredu BC;
podobné dvahy platia aj pre ostatné taznice

v trojuholnfku ABCS. s taziskom S plati A5 L BS & || BO|2 + | AC||2 = 5| AB|%.

Vektorovy stucin

Definice 6.6. Nech u,v € E? a u = (u1,us,u3),v = (v1,v9,v3). Vektorovy sicin u,v
definujeme nasledovne

Uz V2
uUXv=

(1,0,0) 4 |3 U8
V1

(0,1,0) 4 [+ ™
(5] v

Uz

(07 07 1)7

us V3 2

kde

; ﬂ =eh — gf je determinant redlnej matice 2 X 2 definovany uvedenym vztahom.

Neformélne povedané vektorovym stucinom dvoch linedrne nezévislych vektorov je taky
vektor,ktory je kolmy na oba. Jeho smer uréujeme pomocou pravidla pravej ruky.

pri dokaze sa vyuZije vyssie dokazana nerovnost
nakreslite si obrazky
vyuzitim Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, pretoZe Al %, D§ st linearne zévislé(rovnobezné)

5
6
7
8pouzite rovnost z predchadzajiceho prikladu na gtvoruholnik ABS5sS+e
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Véta 6.3. Nech u,v € E3, potom plati
lu x o = [lul[[[o] sin,
kde o € (—m, 7] je orientovany uhol od u k v, znacime (u,v).

Poznamka 6.2. Nacrtneme dokaz predchadzajtcej vety. Podobne ako v sekcii o skalarnom
st¢ine po¢itajme (v druhom kroku pouZijeme Lagrangeovu identitu?)

|lu x v||? = (ugvs — vousz)? + (uzvy — urvs)? + (uve — ugvy)? = ||Jul]?||v]|? — (u,v)
= JulP[l]*(1 — cos® @) = [[ul]*[[o]]* sin® o, & € [0, 7].

2:

7 predchadzajucej vety vidime, Ze velkost vektora w X v je rovna orientovanej ploche
rovnobeznika urcéeného linedrne nezavislymi vektormi u, v.

“http://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange’s_identity, ale ide to aj cez roznasobenie :)
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