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Pomocny text

GGRAFY

Teorie grafti je dilezitou disciplinou moderni matematiky, kterd ma Siroké vyuziti v
mnohych oblastech — pomoci grafii je mozné nazirat na rozliéné struktury, se kterymi
pracujeme v diskrétni matematice. Zakladnim pojmem, se kterym se sezndmime, je jed-
noduchy neorientovany graf.

Graf je charakterizovany dvéma mnozinami — mnozinou vrcholi (nékdy téz nazyva-
nych uzli) a mnozinou hran, pfi¢emz hrana v grafu pfedstavuje spojnici dvou riznych
vrchold. V tomto textu budeme hovofit pouze o neorientovanych grafech, kde na poradi
vrcholi spojenych hranou nezalezi. Dodejme, Ze existuji i grafy orientované a mnoho dal-
Sich riznych druhd grafd, kterymi se zde bohuzel nemizeme zabyvat. Definujme si nyni
graf formalné:

Definice 2.1. Jednoduchy neorientovany graf G je dvojice (V,H). kde V je mnoZina
vrcholu a H je mnoZina hran — vybranych dvojprvkovych podmmnoZin mnoZiny vrcholi.

Dtlezita vlastnost grafti je, ze se daji nakreslit. Vizualné graf zndzornujeme tak, ze
vrcholy zakeslime jako body a ty z nich, mezi kterymi vede hrana, spojime ¢arou. Ukazme
si hned jeden piiklad. Na néasledujicim obrazku vidite graf, ve kterém V = {a,b,c,d} a
H = {{a,b},{b,c},{a,c},{c,d}}. Osm z osmi organizatori Brkosu doporucuje grafy vzdy
hezky nakreslit. Mezi nékteré bézné pouzivané grafy patii napriklad kruznice délky n
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(pro n > 3), ktera je tvorena n vrcholy spojenymi n hranami do jednoho cyklu. Kruznici
délky tii nazyvame téz trojuhelnik. Cestou délky n nazyvame graf, ktery obsahuje n + 1
vrcholil spojenych za sebou n hranami. Zanedlouho si nadefinujeme jesté jeden obecnéjsi
pojem, a to sled. Koneéné uplng graf, oznacovany jako K, obsahuje n vrcholi a hranu
mezi kazdou dvojici vrcholti. Jako velmi jednoduché cviceni pro vas nechédvame otazku,
kolik hran tedy takovy uplny graf na n vrcholech obsahuje? Intuitivné mitiZzeme zavést
pojem podgraf grafu G — ten vznikne tak, Ze vybereme urcitou podmnozinu vrcholt grafu
G a urcitou podmnozinu hran, které tyto vrcholy spojuji. Neformélné tedy miizeme Fict,
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Obr. 2.1: Trojuhelnik, cesta, Ky

ze z grafu prosté odstranime nékteré vrcholy a nékteré hrany (rozumné, tak, aby hrany
vedly mezi vrcholy — tedy pri odstranéni vrcholu musime odstranit i vSsechny z néj vedouci
hrany). Samozifejmé muzeme odstranit i nulovy pocet vrcholi a hran, tedy graf je svym
vlastnim podgrafem. Dodejme, Ze pokud fekneme, Ze graf obsahuje kruznici nebo cestu,
myslime tim, Ze lze vybrat podgraf tohoto grafu tak, aby tento podgraf byl kruznici nebo
cestou. Bavme se nyni o stupnich vrcholti. Uvedeme dvé definice a jednu supertrivialni
vétu.

Definice 2.2. Stupném vrcholu a v grafu G nazyvdme pocet hran, které z tohoto vrcholu
vychazeji a znacime jej dg(a).

Definice 2.3. Rikdme, Ze graf je k-requldrni, pokud jsou vsechny jeho vrcholy stupné k.

Véta 2.1. Soucet stuprini vsech vrcholi v libovolném grafu je sudy a je roven dvojndsobku
poctu hran.

K dikazu této véty si staci uvédomit, ze pfi s¢itani stupnti vrcholti zapocitame kazdou
hranu dvakrat, nebot vede z néjakého vrcholu do jiného. Zobecnéme nyni jiz zadefinovany
pojem cesty.

Definice 2.4. Sled délky n v grafu G definujeme jako posloupmnost vy, h1,v1, ha, va...hy, Uy,
kde v; jsou vrcholy a h; jsou hrany grafu G, pricemz plati, Ze hrana h; spojuje vrcholy v;—1 a
v;. Pokud sled zacinag a konci ve stejném vrcholu (tedy vg = vy, ), nazgvdme sled uzaviengm.

Neformalné, sled je prochazka grafem mezi dvéma vrcholy, pfi¢emz pohybovat se smime
pouze po hrandch. Vrcholy i hrany se mohou opakovat (srovnejte s cestou).

Definice 2.5. Graf nazveme souvislym, pokud mezi libovolnymi dvéma vrcholy existuje
sled (tj. zac¢ind v jednom a konci v druhém).

Neformalné se na souvislost mizeme taky divat tak, Ze pfi nakresleném grafu se doka-
zeme tuzkou po hranach dostat z libovolného vrcholu do libovolného vrcholu. Zadefinujme
si nyni dtlezitou t¥idu grafii, stromy.

Véta 2.2. Souvisly graf s v vrcholy, ktery neobsahuje kruznici, md v—1 hran. Takovy graf
nazyvdme stromem.

Tvrzeni lehce dokdzeme matematickou indukci: Pokud ma graf 1 vrchol, ma zfejmé
0 hran. Pokud k souvislému grafu bez kruznic s k£ vrcholy pfidame jeden vrchol, pro za-
chovani souvislosti musime pridat alespon jednu hranu. Soucasné musime pridat nejvyse
jednu hranu, jinak bychom vytvorili kruznici (pro¢?). S kazdym vrcholem tedy pfidavame
praveé jednu hranu a diikaz je u konce. Dodejme, ze dikazy indukci jsou v teorii grafii velmi
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obvyklé a jisté se vam tato technika miize hodit i v této sérii. Dalsi zajimavou charakte-
ristikou grafti, kterou se zaobirame pii jejich kresleni, je moznost nakreslit graf tak, aby
se zadné hrany nekrizily. Neformalné muzeme fict, ze grafy, které lze takto nakreslit, na-
zyvame rovinne. Dodejme, Ze tato podminka nemusi platit pro libovolné nakresleni grafu,
ale musi existovat alespon jedno, kde se hrany nekiizi. Rovinné grafy lze pochopitelné
zadefinovat i rigorézné, zdjemce odkazujeme na Kuratowského vétu.

Definice 2.6. Sténa nakresleni rovinného grafu je souvisld oblast roviny ohranicend hra-
nami tohoto nakreslend.

(3)
Q) ()

Rovinny graf na obrazku ma tfi stény. Prikladem grafu, ktery rovinny neni, je tplny
graf na péti vrcholech K5. Uvedme si nyni dilezitou formulku, se kterou u rovinnych grafi
Casto pracujeme, Eulertiv vztah:

Véta 2.3. Necht G je souvisly graf s aspori jednim wvrcholem. Necht ddle c¢isla v,h,s
oznacuji po Tadeé pocet jeho vrcholu, hran a stén. Potom plati:

v+s—h=2

Dtikaz muzeme opét provést matematickou indukei (zde vzhledem k poé¢tu kruznic v
grafu) a prenechavame jej jako cviceni. Posledni otdzkou, které se budeme vénovat, je
obarveni grafu.

Definice 2.7. Vrcholovym obarvenim grafu nazveme pritazeni jedné barvy kaZdému vr-
cholu, pricemZ plati, Ze dva vrcholy spojené hranou musi mit rizné€ barvy. Graf je k-
vrcholové-obarvitelny, pokud existuje takové obarveni, které pouzivd nanejvyse k ruznych
barev.

Definice 2.8. Hranovym obarvenim grafu nazveme pritazeni jedné barvy kaZdé hrané,
pricemz plati, Ze dvé hrany vychdzejici ze stejného vrcholu musi mit rizné barvy. Graf je
k-hranové-obarvitelny, pokud existuje takové obarvent, které pouZiva nanejvyse k ruznich
barev.

Na obrazku vidime obarveni (barvy jsou vyjadfené éislicemi) 3-vrcholové-obarvitelného
grafu. Okamzité je vidét, Ze méné barev by nam nestacilo. Nas struény tvod uzavieme
jednou slavnou vétou z teorie grafi.

Véta 2.4. Kazdy rovinng graf je 4-vrcholové-obarvitelny.

Dtikaz je prilis slozity, abychom jej zde uvedli. Poznamenejme vsak, zZe tato véta byla
dlouho no¢ni mirou matematikd a dokazat se ji podafilo az po nékolika desetiletich.
Soucasné ale nesmirné pomohla k rozvoji teorie grafi, nebot matematici ¢asto kvili diikazu
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tvorili nové metody a konstrukce, které sice k dokézani této véty nepomohly, ale jinak se
ukazaly jako uzite¢né a pouzivaji se dodnes. Shriime nyni, co jsme se dnes naudili: Zacali
jsme jednoduchymi definicemi grafu, podgrafu, cesty, kruznice, sledu a aplného grafu. Byla
fe€ o stupnich vrchold a regularité grafu. Zjistili jsme, co je v teorii graft souvislost, co jsou
to stromy a jak mocna je indukce. Nakonec jsme jako samostatné celky probrali rovinné
grafy a obarveni grafti. Teorie grafd je velmi rozsahla a dalo by se pokrac¢ovat mnoha sméry
— orientovanymi grafy, multigrafy, prinikovymi grafy, algoritmickymi problémy spojenymi
s grafy, slozitosti a mnoha dalsimi. Véfime, ze uvedeny zékladni pfehled jednoduchyjch
grafi vAm bude nadpomocny pii feSeni tloh druhé série. Pokud vas teorie grafi zaujala,
budeme nadseni, pokud se ji budete vénovat i nadale. Pokud v budoucnosti uvazujete o
studiu matematiky nebo informatiky, jen tézko se s teorii grafii nepotkate.

Tato aktivita je realizovana v ramci verejné zakazky Pilotni ovéreni systému
popularizace technickych a prirodovédnych oboru vytvarenim vazeb vysokych skol na
skoly nizsich stupnt, ktera je soucasti IPN Podpora technickych a prirodovédnych obort
(PTPO), reg.¢. CZ.1.07/4.2.00/06.005. Projekt je spolufinancovian Evropskym socidlnim
fondem a statnim rozpoétem Ceské republiky.
www.generaceY.cz; wuw.reformy-msmt.cz
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