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Pomocny text

STEREOMETRIE

Stereometrie, neboli geometrie v prostoru je ¢asto prehlizend ¢ast matematiky. Presto
se s ni potkdvame prakticky na kazdém rohu - vzdyt svét takovy, jak jej vnimame, je
pravé svét tifrozmérného prostoru! Stereometrie neni jen po&itani objemi a povrchi téles.
MiuZzeme zkoumat vzajemnou polohu bodi, pfimek, rovin, kouli a jinych atvari. A podobné
jako v rovinné geometrii, je i ta prostorova plnd pozoruhodnych vlastnosti a zdkonitosti.

Vzajemna poloha primek

V roviné mohou dvé pfimky bud splyvat, protinat se nebo byt rovnob&zné. V prostoru je
vSak situace slozit€jsi. Rozeznavame ctyti vzajemné polohy:

e TotoZné: Piimky spolu splyvaji.

e Riznobézné: Piimky se protinaji v jediném bodé. Témito piimkami lze proloZit
rovina.

e Rovnobézné: Piimky se neprotinaji, ale pfesto jimi lze prolozit rovina. Lze posunout
jednu primku tak, aby splynula s druhou.

e Mimobé&Zné: Piimky se neprotinajf a nelze jimi ani prolozit rovinu. Posunutim jedné

z nich Ize docilit riznobézné polohy.

Vzajemna poloha rovin

V prostoru miizeme navic zkoumat i vzdjemnou polohu dvou rovin. Zde je situace analo-
gickd pfimkam v roviné:

e TotoZné: Roviny splyvaji.

e Ruznobézné: Roviny se protinaji, ale nesplyvaji. Prinik takovych rovin je p¥imka,
ktera se nazyva prisecnice.

e Rovnobézné: Roviny se neprotinaji. Jednu rovinu lze posunout tak, aby splynula s
druhou.

Vzajemna poloha pfimky a roviny
Kromé toho mtzeme také rozliSovat rizné vzajemné polohy pfimky a roviny:

e Nalezejici pfimka roviné je takova piimka, ktera celd lezi v této roviné.
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e Protinajici rovinu je pfimka v pfipadé, Ze ma s rovinou spole¢ny pravé jeden bod.

e Rovnobézna s rovinou je tehdy, kdyZ s rovinou nemad zadny prinik. Lze pak posu-
nout tak, aby roviné nalezela.

Dalsi dilezité pojmy

Zatim to byly trividlni zalezitosti, které nejspis nikoho nepfekvapi. Pojdme si ted vymezit
nékolik dalsich dileZitych pojmi z prostorové geometrie:

e P#icka mimobé&zek je piimka (nebo tsecka) riznobézna s obéma danymi mimobéz-
kami. Jsou-li dany dvé mimobezky a bod v prostoru nelezici v roving, ktera jde jednou
z nich a je rovnobézna s druhou (ozname je p a o), existuje pravé jedna p¥icka téchto
mimobézek jdouci danym bodem. Jsou-li ddny mimobézky a pfimka p nerovnobézna
s p a 0, existuje praveé jedna pricka rovnobéZzna s p. Existuje pravé jedna piicka kolma
na obé mimobézky (kolmosti zde myslime kolmé v roviné jdouci riiznob&zkami). Ta
se pak nazyva osa mimobézek.

e Uhly a kolmost: Nebudeme se zde zabyvat definici thlu mezi rovinami nebo mezi
piimkami. Je ziejmé 7e v (Eukleidovském) prostoru na sebe mohou byt roviny kolmeé,
stejné tak jako riiznobézky. Uhlem mezi rovinami chapeme tihel ktery sviraji priisec-
nice téchto rovin s rovinou kolmou na obé dvé zadané roviny. Uhel mezi mimobé&zkami
je thel mezi jednou z nich a druhou posunutou tak, aby byly vysledné p¥imky riz-
nobézné. Uhel mezi pFimkou a rovinou je tthel mezi touto pfimkou a prisu¢nici dané
roviny s rovinou kolmou jdouci danou piimkou.

Zakladni vlastnosti

Veéta 4.1. Necht o, B, v jsou navzdjem riznobézné roviny. Jejich priseénice oznacme
a,b,c. Pak plati pravé jedno z ndsledujicich tvrzeni:

1. Primky a, b, ¢ prochdzi jednim bodem (a jsou vzdjemné riznobézné).
2. Primky a, b, c jsou totoiné.
3. Primky a, b, c jsou vzdjemné rovnobézné.

Diikaz. Dvé roviny « a 8 se protinaji v pfimce ¢, kterd muZe rovinou v prochazet (1.),
néalezet ji (2.) nebo k ni byt rovnobé&zna (3.) V pfipadé rovnobéznosti musi byt i a a b vza-
jemné rovnobé&zné (jinak by roviny a a 8 mély prinik i mimo svou prusecnici). Analogicky
mus{ byt tedy rovnobézné kazdé dvé. O

Existuje mnoho dalgich trivialnich vlastnosti - napiiklad prisecnice koule a roviny (nebo
dvou kouli) je kruznice (resp. bod). Témito vlastnostmi se v na§em pomocném textu nebu-
deme zabyvat, ale ve vagem feSeni je muzete pouzivat (pokud je jejich platnost dostatetné
ziejma). Podobné se nebudeme zabyvat objemy a povrchy riznych téles.

Podivejme se na to

Matematiku délame vét§inou na papife nebo na obrazovce monitoru. Stejné tak lidské oci,
a¢ dokazi rozpoznat i hloubku, vytvari spife dvourozmérny obraz. Proto nam muZe zobra-
zeni prostorového problému do roviny v mnohém pomoci. Uved'me si dva zakladni zpiisoby
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promitani:

Rovnobézné promitani

Uvazme rovinu p a smér promitani dany pifimkou p, kterd rovinu protini. Pak rovnobé&zné
promitani smérem p je takové zobrazeni, které libovolnému bodu A v prostoru piiradi
bod A’ v roviné p takovy, ze pfimky p a fﬁ’ jsou rovnobézné.

Toto je nejcastéji pouzivany zptisob promitani ve stereometrii a da se s vhodnou volbou
roviny a sméru pouzit také k feSeni riznych uloh. Zobrazeni nezachovava uhly (vietné
pravych) ani délky stran, ale zachovava rovnobé&znost a délici pomér (napiiklad stied tsecky
se zobrazi na st¥ed obrazu tsecky).

Priklad 4.1. Necht ABCD je obecny &tyistén (tedy body A, B, C, D jsou libovolné
body prostoru nelezici v jedné roving). TéZnici ¢tyFsténu rozumime piimku jdouci jednim

Myt

Mty

D’) a tedy hrany AD, BD, CD se zobrazi na prislugné t&znice ABC. Stejné tak ziejmé
tézisté stén BC'D, CAD a ABD se zobrazi na tézisté trojuhelniki BC D', CAD’, ABD’,
které ziejmé lezi na p¥islusnych téznicich trojihelniku ABC. Z toho vyplyva, Ze téZznice
CtyTsténu se také zobrazi na prislugné téznice ABC' a ty se navic protinaji v jediném bodé
a to D', tedy t&Znice z vrcholi A, B a C prochazi pfimkou DD’ (pozor, nevyplyva z toho
jests, ze jdou jednim bodem). Pokud by nékteré dvé téznice protinaly piimku DD’ v riiz-
nych bodech, byly by tyto téZnice mimobé&zné. Analogicky k predchozimu kroku viak lze
ukazat, Ze jedna musi druhou protinat. Tedy se musi vSechny t&znice protinat v jediném
bodé, coz jsme chtéli dokazat.

Linearni perspektiva

Necht p je rovina (primétna) a bod O lezi mimo ni. Linedrni perspektiva je zobrazeni,
které kazdému bodu prostoru A (A # O) piifadi bod A" € AO np.

Toto nenf zptisob, jakym vidime pfedméty v naSem okoli, ale pokud nezobrazujeme pi#ilis
sirokou oblast (8irokou ve smyslu vrcholového thlu kuzelu, kteri ji obepind), je to nagemu
vidéni velice blizko. Line4drni perspektiva nezachovava ani rovnobéznost ani délici pomér
(zachovava se dvojpomér), ale pfimky se zobrazuji opét na piimky a tii rovnobézky se
zobrazi bud’ opét na rovnobézky (jsou-li rovnobézné s priimétnou) nebo na p¥imky jdouci
jednim bodem.

Analytickd geometrie

Stereometrické problémy je Casto obtizné Fesit synteticky (tzn. klasickou argumentaci o
rovnobéznostech, thlech, shodnostech atd.), nicméné v mnoha problémech si miuzeme vy-
pomoci po¢etné. Pro nasledujici text zaved'me pravothly soufadnicovy systém, tedy kazdy
bod A v prostoru je jednoznatné déan trojici ¢isel z, y, z (piSeme A[z,y, z]), které udavaji
vzdalenost od pocatku soufadnic ve sméru prislusné osy.
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Primka parametricky
Uvazme body Alay,ay,a], B[bg,by,b.]. Pak pfimka AB je mnozina v8ech bodt P[x,y, z]:
x = ag + (by — az)t,

y=ay+ (by —ay)t,
z=a,+ (b —ay)t,

kde t je libovolné redlné ¢islo. Trojice (by —az, by —ay, b, —a.) se pak nazyva smérovy vektor
pfimky. Dvé pfimky se smérovymi vektory (k,l,m) a (k',l’,m’) jsou rovnob&Zné (resp.
totozné) prave tehdy, kdyz existuje nenulové redlné ¢islo ¢ tak, ze (k,I,m) = (ck’,cl’,em’).
Tento zapis se nazyva parametricky zadand piimka v prostoru.

Kolmy smeér - vektorovy soudin

Nasledujici pravidlo uvedeme bez dikazu, ale mtze velmi uleh¢it hledani kolmic v pfipadé
feSeni analytickou cestou.

Véta 4.2. Necht u = (a,b,c) a v = (d,e, f) jsou smerové vektory dvou nerovnobéingch
primek p a q. Pak kazdd piimka se smérovym vektorem w = (bf — ce,cd — af,ae — bd) je
kolmd na p i q. Jeji smeérovy vektor se nazyvd vektorovy soucin a piseme w =u X v.

Rovina parametricky

Uvazme body Alay,ay,a.], Blbs,by,b.], Clcg,cy,c.]. Pak rovina ABC' je mnoZzina vsech
bodua P[z,y, z]:

x=ag + (b —ag )t + (cz —ag)s,

y=ay+ (by —ay)t+ (cy —ay)s,
z=a,+ (by—a)t+(c. —a)s,

kde t a s jsou libovolné redlna ¢isla. Tento zapis se nazyva parametriky zadané rovina v
prostoru.
Rovina rovnici

V prostoru lze navic rovinu zadat také pomoci rovnice. Necht (ay,ay,a.) je smérovy vektor
piimky p a B[by, by, b.] je libovolny bod. Pak rovina kolma k p jdouci bodem B je mnozina
vech boda P[z,y, z] takovych, ze

(z—bg)ag+ (y-by)ay +(z-b;)a, =0.

Tento zapis se nazyva obecna rovnice roviny.

Pfimka rovnicemi

Parametrické rovnice nejsou jediny zptisob, jak zadat primku v prostoru. Protoze priisec-
nice dvou rovin je p¥imkou, bude mnozina vSech bodu splaujicich dvé riizné (nezévisle)
obecné rovnice rovin pravé priseénice téchto rovin.

Regenim soustav vySe uvedenych rovnic muZzeme najit pruseciky p¥imek nebo rovin (&
jinych utvart), hledat p¥icky mimobézek, osy mimobézek atd.
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