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Pomocný text

Stereometrie

Stereometrie, neboli geometrie v prostoru je £asto p°ehlíºená £ást matematiky. P°esto
se s ní potkáváme prakticky na kaºdém rohu - vºdy´ sv¥t takový, jak jej vnímáme, je
práv¥ sv¥t t°írozm¥rného prostoru! Stereometrie není jen po£ítání objem· a povrch· t¥les.
M·ºeme zkoumat vzájemnou polohu bod·, p°ímek, rovin, koulí a jiných útvar·. A podobn¥
jako v rovinné geometrii, je i ta prostorová plná pozoruhodných vlastností a zákonitostí.

Vzájemná poloha p°ímek

V rovin¥ mohou dv¥ p°ímky bu¤ splývat, protínat se nebo být rovnob¥ºné. V prostoru je
v²ak situace sloºit¥j²í. Rozeznáváme £ty°i vzájemné polohy:

� Totoºné: P°ímky spolu splývají.

� R·znob¥ºné: P°ímky se protínají v jediném bod¥. T¥mito p°ímkami lze proloºit
rovina.

� Rovnob¥ºné: P°ímky se neprotínají, ale p°esto jimi lze proloºit rovina. Lze posunout
jednu p°ímku tak, aby splynula s druhou.

� Mimob¥ºné: P°ímky se neprotínají a nelze jimi ani proloºit rovinu. Posunutím jedné
z nich lze docílit r·znob¥ºné polohy.

Vzájemná poloha rovin

V prostoru m·ºeme navíc zkoumat i vzájemnou polohu dvou rovin. Zde je situace analo-
gická p°ímkám v rovin¥:

� Totoºné: Roviny splývají.

� R·znob¥ºné: Roviny se protínají, ale nesplývají. Pr·nik takových rovin je p°ímka,
která se nazývá pr·se£nice.

� Rovnob¥ºné: Roviny se neprotínají. Jednu rovinu lze posunout tak, aby splynula s
druhou.

Vzájemná poloha p°ímky a roviny

Krom¥ toho m·ºeme také rozli²ovat r·zné vzájemné polohy p°ímky a roviny:

� Náleºející p°ímka rovin¥ je taková p°ímka, která celá leºí v této rovin¥.
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� Protínající rovinu je p°ímka v p°ípad¥, ºe má s rovinou spole£ný práv¥ jeden bod.

� Rovnob¥ºná s rovinou je tehdy, kdyº s rovinou nemá ºádný pr·nik. Lze pak posu-
nout tak, aby rovin¥ náleºela.

Dal²í d·leºité pojmy

Zatím to byly triviální záleºitosti, které nejspí² nikoho nep°ekvapí. Poj¤me si te¤ vymezit
n¥kolik dal²ích d·leºitých pojm· z prostorové geometrie:

� P°í£ka mimob¥ºek je p°ímka (nebo úse£ka) r·znob¥ºná s ob¥ma danými mimob¥º-
kami. Jsou-li dány dv¥ mimobeºky a bod v prostoru neleºící v rovin¥, která jde jednou
z nich a je rovnob¥ºná s druhou (ozna£me je ρ a σ), existuje práv¥ jedna p°í£ka t¥chto
mimob¥ºek jdoucí daným bodem. Jsou-li dány mimob¥ºky a p°ímka p nerovnob¥ºná
s ρ a σ, existuje práv¥ jedna p°í£ka rovnob¥ºná s p. Existuje práv¥ jedna p°í£ka kolmá
na ob¥ mimob¥ºky (kolmostí zde myslíme kolmá v rovin¥ jdoucí r·znob¥ºkami). Ta
se pak nazývá osa mimob¥ºek.

� Úhly a kolmost: Nebudeme se zde zabývat de�nicí úhlu mezi rovinami nebo mezi
p°ímkami. Je z°ejmé ºe v (Eukleidovském) prostoru na sebe mohou být roviny kolmé,
stejn¥ tak jako r·znob¥ºky. Úhlem mezi rovinami chápeme úhel který svírají pr·se£-
nice t¥chto rovin s rovinou kolmou na ob¥ dv¥ zadané roviny. Úhel mezi mimob¥ºkami
je úhel mezi jednou z nich a druhou posunutou tak, aby byly výsledné p°ímky r·z-
nob¥ºné. Úhel mezi p°ímkou a rovinou je úhel mezi touto p°ímkou a pr·su£nicí dané
roviny s rovinou kolmou jdoucí danou p°ímkou.

Základní vlastnosti

V¥ta 4.1. Nech´ α, β, γ jsou navzájem r·znob¥ºné roviny. Jejich pr·se£nice ozna£me

a,b,c. Pak platí práv¥ jedno z následujících tvrzení:

1. P°ímky a, b, c prochází jedním bodem (a jsou vzájemn¥ r·znob¥ºné).

2. P°ímky a, b, c jsou totoºné.

3. P°ímky a, b, c jsou vzájemn¥ rovnob¥ºné.

D·kaz. Dv¥ roviny α a β se protínají v p°ímce c, která m·ºe rovinou γ procházet (1.),
náleºet jí (2.) nebo k ní být rovnob¥ºná (3.) V p°ípad¥ rovnob¥ºnosti musí být i a a b vzá-
jemn¥ rovnob¥ºné (jinak by roviny α a β m¥ly pr·nik i mimo svou pr·se£nici). Analogicky
musí být tedy rovnob¥ºné kaºdé dv¥.

Existuje mnoho dal²ích triviálních vlastností - nap°íklad pr·se£nice koule a roviny (nebo
dvou koulí) je kruºnice (resp. bod). T¥mito vlastnostmi se v na²em pomocném textu nebu-
deme zabývat, ale ve va²em °e²ení je m·ºete pouºívat (pokud je jejich platnost dostate£n¥
z°ejmá). Podobn¥ se nebudeme zabývat objemy a povrchy r·zných t¥les.

Podívejme se na to

Matematiku d¥láme v¥t²inou na papí°e nebo na obrazovce monitoru. Stejn¥ tak lidské o£i,
a£ dokáºi rozpoznat i hloubku, vytvá°í spí²e dvourozm¥rný obraz. Proto nám m·ºe zobra-
zení prostorového problému do roviny v mnohém pomoci. Uve¤me si dva základní zp·soby
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promítání:

Rovnob¥ºné promítání

Uvaºme rovinu ρ a sm¥r promítání daný p°ímkou p, která rovinu protíná. Pak rovnob¥ºné
promítání sm¥rem Ð�p je takové zobrazení, které libovolnému bodu A v prostoru p°i°adí

bod A� v rovin¥ ρ takový, ºe p°ímky p a
�Ð�

AA� jsou rovnob¥ºné.
Toto je nej£ast¥ji pouºívaný zp·sob promítání ve stereometrii a dá se s vhodnou volbou
roviny a sm¥ru pouºít také k °e²ení r·zných úloh. Zobrazení nezachovává úhly (v£etn¥
pravých) ani délky stran, ale zachovává rovnob¥ºnost a d¥lící pom¥r (nap°íklad st°ed úse£ky
se zobrazí na st°ed obrazu úse£ky).

P°íklad 4.1. Nech´ ABCD je obecný £ty°st¥n (tedy body A, B, C, D jsou libovolné
body prostoru neleºící v jedné rovin¥). T¥ºnicí £ty°st¥nu rozumíme p°ímku jdoucí jedním
vrcholem a t¥ºi²t¥m prot¥j²í strany. Ukaºte, ºe v²echny £ty°i t¥ºnice jdou jedním bodem.

�e²ení. Uvaºme rovnob¥ºné promítání do roviny ABC ve sm¥ru t¥ºnice £ty°st¥nu vrcho-
lem D. V takovém p°ípad¥ se z°ejm¥ bod D zobrazí na t¥ºi²t¥ trojúhelníku ABC (ozna£me
D�) a tedy hrany AD, BD, CD se zobrazí na p°íslu²né t¥ºnice ABC. Stejn¥ tak z°ejm¥
t¥ºi²t¥ st¥n BCD, CAD a ABD se zobrazí na t¥ºi²t¥ trojúhelník· BCD�, CAD�, ABD�,
které z°ejm¥ leºí na p°íslu²ných t¥ºnicích trojúhelníku ABC. Z toho vyplývá, ºe t¥ºnice
£ty°st¥nu se také zobrazí na p°íslu²né t¥ºnice ABC a ty se navíc protínají v jediném bod¥
a to D�, tedy t¥ºnice z vrchol· A, B a C prochází p°ímkou DD� (pozor, nevyplývá z toho
je²t¥, ºe jdou jedním bodem). Pokud by n¥které dv¥ t¥ºnice protínaly p°ímku DD� v r·z-
ných bodech, byly by tyto t¥ºnice mimob¥ºné. Analogicky k p°edchozímu kroku v²ak lze
ukázat, ºe jedna musí druhou protínat. Tedy se musí v²echny t¥ºnice protínat v jediném
bod¥, coº jsme cht¥li dokázat.

Lineární perspektiva

Nech´ ρ je rovina (pr·m¥tna) a bod O leºí mimo ni. Lineární perspektiva je zobrazení,
které kaºdému bodu prostoru A (A x O) p°i°adí bod A�

> AO 9 ρ.
Toto není zp·sob, jakým vidíme p°edm¥ty v na²em okolí, ale pokud nezobrazujeme p°íli²
²irokou oblast (²irokou ve smyslu vrcholového úhlu kuºelu, kterí ji obepíná), je to na²emu
vid¥ní velice blízko. Lineární perspektiva nezachovává ani rovnob¥ºnost ani d¥lící pom¥r
(zachovává se dvojpom¥r), ale p°ímky se zobrazují op¥t na p°ímky a t°i rovnob¥ºky se
zobrazí bu¤ op¥t na rovnob¥ºky (jsou-li rovnob¥ºné s pr·m¥tnou) nebo na p°ímky jdoucí
jedním bodem.

Analytická geometrie

Stereometrické problémy je £asto obtíºné °e²it synteticky (tzn. klasickou argumentací o
rovnob¥ºnostech, úhlech, shodnostech atd.), nicmén¥ v mnoha problémech si m·ºeme vy-
pomoci po£etn¥. Pro následující text zave¤me pravoúhlý sou°adnicový systém, tedy kaºdý
bod A v prostoru je jednozna£n¥ dán trojicí £ísel x, y, z (pí²eme A�x, y, z�), které udávají
vzdálenost od po£átku sou°adnic ve sm¥ru p°íslu²né osy.
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P°ímka parametricky

Uvaºme body A�ax, ay, az�, B�bx, by, bz�. Pak p°ímka AB je mnoºina v²ech bod· P �x, y, z�:

x � ax � �bx � ax�t,

y � ay � �by � ay�t,

z � az � �bz � az�t,

kde t je libovolné reálné £íslo. Trojice �by�ax, by�ay, bz�az� se pak nazývá sm¥rový vektor
p°ímky. Dv¥ p°ímky se sm¥rovými vektory �k, l,m� a �k�, l�,m�� jsou rovnob¥ºné (resp.
totoºné) práv¥ tehdy, kdyº existuje nenulové reálné £íslo c tak, ºe �k, l,m� � �ck�, cl�, cm��.
Tento zápis se nazývá parametricky zadaná p°ímka v prostoru.

Kolmý sm¥r - vektorový sou£in

Následující pravidlo uvedeme bez d·kazu, ale m·ºe velmi uleh£it hledání kolmic v p°ípad¥
°e²ení analytickou cestou.

V¥ta 4.2. Nech´ u � �a, b, c� a v � �d, e, f� jsou sm¥rové vektory dvou nerovnob¥ºných

p°ímek p a q. Pak kaºdá p°ímka se sm¥rovým vektorem w � �bf � ce, cd � af, ae � bd� je

kolmá na p i q. Její sm¥rový vektor se nazývá vektorový sou£in a pí²eme w � u � v.

Rovina parametricky

Uvaºme body A�ax, ay, az�, B�bx, by, bz�, C�cx, cy, cz�. Pak rovina ABC je mnoºina v²ech
bod· P �x, y, z�:

x � ax � �bx � ax�t � �cx � ax�s,

y � ay � �by � ay�t � �cy � ay�s,

z � az � �bz � az�t � �cz � az�s,

kde t a s jsou libovolná reálná £ísla. Tento zápis se nazývá parametriky zadaná rovina v
prostoru.

Rovina rovnicí

V prostoru lze navíc rovinu zadat také pomocí rovnice. Nech´ �ax, ay, az� je sm¥rový vektor
p°ímky p a B�bx, by, bz� je libovolný bod. Pak rovina kolmá k p jdoucí bodem B je mnoºina
v²ech bod· P �x, y, z� takových, ºe

�x � bx�ax � �y � by�ay � �z � bz�az � 0.

Tento zápis se nazývá obecná rovnice roviny.

P°ímka rovnicemi

Parametrické rovnice nejsou jediný zp·sob, jak zadat p°ímku v prostoru. Protoºe pr·se£-
nice dvou rovin je p°ímkou, bude mnoºina v²ech bod· spl¬ujících dv¥ r·zné (nezávislé)
obecné rovnice rovin práv¥ pr·se£nice t¥chto rovin.

�e²ením soustav vý²e uvedených rovnic m·ºeme najít pr·se£íky p°ímek nebo rovin (£i
jiných útvar·), hledat p°í£ky mimob¥ºek, osy mimob¥ºek atd.
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