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Pomocny text

NEKONECNA SERIE

V Sesté, nekonec¢né sérii se budeme zabyvat tim, jak se rtizné matematické objekty
chovaji, kdyz jejich standardni, ,konecné“ pojeti rozsifime na nekonec¢no. Pijde zejména
o posloupnosti a jejich limity, nekone¢né soucty a souciny. Na zacatek si tedy definujeme
posloupnost.

Definice 6.1. (Nekonecnd) posloupnost redlngch ¢isel je zobrazeni, ve kterém kaZdému
prirozenému ¢islu pritadime jedno redlné ¢islo. Posloupnost znacime {a,}, kde a, je n-ty
clen posloupnosti — tedy rediné cislo, které priradime prirozenému cislu n.

Jednoduchym prikladem posloupnosti jsou tfeba vzestupné sefazeny sudé pfirozena
¢isla: 2,4,6,8.... Prvnim clenem je dvojka, tedy jednicce pfiradime dvojku, dale dvojce
Ctyrku, trojce Sestku a tak dale aZz do nekonecna. Obecné tak plati a, = 2n.

V nasi definici popisujeme posloupnosti redlnych ¢isel. MuZeme samoziejmé podobné
definovat posloupnosti pfirozenych, celych, nebo i komplexnich ¢isel. Obecné posloupnost
prvkid mnoziny M je zobrazenim z mnoziny prirozenych ¢isel do mnoziny M. V této sérii
vSak pracujeme zejména s realnymi ¢isly, proto nadale budeme hovorit o posloupnostech
realnych cisel.

Jak jsme jiz naznacili, konkrétni posloupnost mtizeme popsat predpisem pro n-ty ¢len.
Zapis a, = n? napiiklad vyjadfuje vzestupnou posloupnost druhjch mocnin p¥irozenych
¢isel: 1,4,9, 16... Existujii jiné zptisoby, jak definovat konkrétni posloupnost. Jednim z nich
je rekurentni (rekurzivni) vyjadfeni. Tehdy typicky nejprve fekneme, ¢emuz bude rovny
prvni ¢len — naptiklad a; = 2 a dale vyjadiime ¢len a,4; pomoci ¢lena a,, napiiklad:
Gn+1 = 2a,. Dostavame tak vlastné prvni ¢len a navod, jak z néj vypocitat druhy, z
druhého treti, atd. V tomto piipadé bude posloupnost vypadat nasledovné: 2,4, 8, 16...

Rekurentni vyjadfeni je v mnoha pripadech uzitecné a casto intuitivni, jeho nevyho-
dou vsak je, ze abychom spocitali n-ty ¢len, musime vypocitat vSechny ¢éleny pfed nim.
Typickou tlohou, se kterou se setkavame, je najit pro posloupnost zadanou rekurentné jeji
predpis pro n-ty ¢len. Nalezeni samotného predpisu nemusi byt vzdy jednoduché a obcas
vyzaduje jisté zkuSenosti. Typicky vsak pomtze spocitat si par prvnich ¢lent a zkusit
podle nich predpis ,,uhodnout“. Kdyz uz mame v rukou konkrétni pfedpis, jeho spravnost
ovérime tak, ze ji dokdzeme matematickou indukci — to uz je vétsinou o néco leh¢i problém.
Postup si ukdzeme na nasem prikladu.

Priklad 6.1. Vyjadiete n-ty ¢len posloupnosti zadané rekurentné: a1 = 2, a,11 = 2a,.

Reseni. Podivame se na nékolik prvnich ¢lenti: 2, 4, 8, 16. Snadno vidime, Ze jde o
mocniny dvojky, coZ je ostatné zfejmé z toho, ze dvojku z prvniho clenu postupné nasobime
dalsimi dvojkami. Vzorec pro n-ty ¢len tedy zfejmé bude a,, = 2". Jeho spravnost ovéfime
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indukci. Pro prvni ¢len vzorec plati: a; = 2! = 2, coz je ve shodé s rekurentnim zadanim.
Predpokladejme nyni spravnost vzorce pro n = k, tedy ai = 2¥. Z toho dokazeme platnost
pro k+ 1 — chceme tedy dokazat ag1 = 2k+1 7 rekurzivniho predpisu mame ap+1 = 2ag.
Dosadime podle indukéniho pfedpokladu: az,; = 2(2F) = 28+, Tim padem jsme dokazali,
ze predpis a, = 2" vyjadiuje tutéz posloupnost, jako rekurentni vztah ze zadani. ]

Nyni predstavime dalsi dilezity pojem, a tim je limita posloupnosti.

Definice 6.2. Posloupnost {a,} md vlastni limitu L, znac¢ime lim a, = L, kdyZ pro
n—oo

libovolné (malé) redlné € > 0 existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati |a, — L| < ¢.

Co tedy znamend, Ze posloupnost mé limitu L7 Znamend to, Ze at vezmeme jakkoli
malé ¢islo €, bude existovat jisté hrani¢ni ng, tak Ze kazdy ¢len od a,, az do nekonecna se
bude od limity L lisit o méné, nez je zvoleno €. Limita tedy vyjadiuje, ze ¢leny posloupnosti
se budou smérem do nekonecna priblizovat k ¢islu L — a Ze se priblizi libovolné blizko.
Ukazeme si to na prikladu.

Priklad 6.2. Urcete limitu posloupnosti a, = %

Reseni. Cleny zadané posloupnosti budou vypadat nasledovné: 1, %, %, % Je zrejmé,

ze kazdy c¢len bude mensi nez ten pred nim, vzdy vsak bude vétsi od nuly. K nule se ve
skutecnosti vime priblizit libovolné blizko, limitou posloupnosti tedy bude nula. Dokézeme
to jednoduse — pro libovolné ¢ (blizkost k nule) najdeme ng tak, ze kazdy ¢len a,, pron > ng
bude od nuly rozdilny o méné, nez €. Mé&jme tedy libovolné € > 0. Polozime ng = L%J + 1.
To znamen4, ze hodnotu % nejprve zaokrouhlime na celé ¢islo smérem dolti a pak k nému
pricteme jednic¢ku. Nyni dokdzeme, ze rozdil ¢lena a,, a limity 0 bude mensi nez e, ¢ili

|an, — 0] = nio =T J1+1 < €. Na dokazovanou nerovnost aplikujeme ekvivalentni Gpravy:
=

1 <
1] +1

(2]
e

Je zfejmé, Ze posledni nerovnost plati. Jelikoz jsme pouzili ekvivalentni ipravy, platna je i
dokazovand nerovnost a tedy pro nami zvolené ng je an,dostatecné blizko nule. Zbyva nam
dokézat, ze to plati i pro kazdé dalsi n > ng. Jak jsme vSak fekli, kazdy clen je mensi nez
predchozi, zaroven vSak vzdy vétsi od nuly. Tim padem kazdé dalsi a,, bude k nule alespon
tak blizko jak a,, a dokazali jsme tedy, ze 0 je skutecné limitou této posloupnosti. 0

€

Ne kazda posloupnost ma limitu. Napiiklad pro posloupnost a, = n zadnou vlastni
limitu nenajdeme. Vidime, Ze tato posloupnost roste nad libovolnou mez, tedy jeji hodnota
se vlastné blizi k nekone¢nu. Zavedeme si proto pojem nevlastni limity.

Definice 6.3. Posloupnost {a,} md nevlastni limitu oo, resp. —oo, kdyz pro libovolné
redlné cislo h existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng plati a, > h, resp. ap < h.
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Limita rovnd nekoneénu tedy znamend, Ze at zvolime jakoukoliv horni mez (h), po-
sloupnost ji ¢asem prekro¢i tak, ze se pod ni uz nevrati (napf. a, = n). Limita rovna
zapornému nekone¢nu naopak znamena, ze posloupnost se dostane pod libovolnou dolni
mez a nad ni se uz nevrati (napt. a, = —n). Plati, Zze kazd4a posloupnost ma nejvyse jednu
limitu. Pokud ji ma a je ji redlné ¢islo (tedy jde o vlastni limitu), fikdme Ze posloupnost
konverguje, v opa¢ném piipadé (limita neexistuje nebo je nevlastni) diverguje. Existuji
tedy i posloupnosti, které zddnou limitu nemaji — napfiklad posloupnost a,, = (—1)", v
niz se donekonecéna stfidaji —1 a 1.

Pfi poc¢itani limit miZeme vyuzit nékolik pravidel. At {a,} a {b,} jsou konvergentni
posloupnosti a ¢ je libovolné redlné ¢islo. Pak plati:

e lim (a, +b,) = lim a, + lim b,
n—o00 n—o00 n—00

e lim (ay, —b,) = lim a, — lim b,

n—oo n—oo n—0o0
e lim (apb,) = lim a, lim b,

e limc=c
n—00

e lim (ca,) =c lim a,
n—o0 n—o0

Pokud je kazdy ¢len posloupnosti {b,} rizny od nuly a i jeji limita je nenulova, plati:

lim a,
. an n—00
e lim —=—""——
n—oo by, lim b,
n—oo

Ziskané znalosti ukdzeme na prikladu:

o . .. . 2
Priklad 6.3. Urcete limitu posloupnosti a,, = %.
Reseni.
1 2 1
PR [ U SN ek O ST etk A
n—00 n2 —4 00 n2 —4 % oo 1_%
n n
3-21411 3 90400
lim nlnn +00_ g
nooo 1—4.11 1-4.0.0

Na zakladé uvedenych znalosti o posloupnostech mtizeme piejit k nekoneénym fadam.
Piedpokladejme, ze mame posloupnost {ay }. Nekonecéna fada je vlastné soucet vech jejich

o0
¢lenti, tedy vyraz ve tvaru a; + ag + ag + ... — zapisujeme také Z ax. Na prvni pohled se

k=1
miize zdat, ze soucet nekonec¢né mnoho ¢isel musi byt také nekoneény, nemusi to tak vsak

byt vzdy.
Abychom mohli zkoumat nekonecné fady, zavedeme si nejdiive pojem cCaste¢ného

n
souc¢tu. Casteény soucet posloupnosti, zna¢ime g a; nebo také s,, je soucet jejich prvnich
i=1
n Clent, tedy s, = a1 + a2 +as + ... + a,. Je zfejmé, Ze takovy soucet umime spocitat pro
libovolné ¢islo n. Uvazme nyni posloupnost ¢asteénych souéttt {s,}. Prvnim ¢lenem této
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posloupnosti tedy bude vlastné prvni ¢len pivodni posloupnosti a1, druhym bude soucet
jejich prvnich dvou ¢lent, tfetim soucet prvnich tii ¢lend atd.

Cim dale tedy zajdeme v posloupnosti ¢asteénych souétl, tim vice élenti posloupnosti
{ax} zahrneme do souctu s,. Nasim cilem je najit soucet vSech ¢lent — bude nas tedy
zajimat, jak se bude posloupnost ¢astecnych souctii vyvijet smérem do nekonecna — a praveé
tuto myslenku vyjadiuje pojem limity. Soué¢tem vsech ¢lenit posloupnosti {ax}, pokud
existuje, je limita posloupnosti jeji ¢aste¢nych souctt. Zapsano formalné:

n

[o.¢]

E ap = lim g a; = lim s,
n—oo n—o0

k=1 i=1

Pokud tedy mame vypocitat soucet nekonecné rady, snazime se nejprve najit predpis
pro posloupnost ¢asteénych souc¢tt. Jde o podobny tkol, jako hledédni pfedpisu pro n-ty
¢len rekurentné zadané posloupnosti. Staci si uvédomit, ze posloupnost ¢asteénych soucti
lze také zapsat rekurentné: s; = a1, Sp4+1 = Sp + ant1. Kdyz vyjadiime posloupnost
CasteCnych souctl, staci spocitat jeji limitu. Pokud ta existuje a je to realné cislo, jde o
soucet dané nekonecné fady. Ukazeme si postup na piikladu:

o
1
Priklad 6.4. Urcete soucet nekonecné fady Z ok
k=1

5 v . s 1vz . P « . ’ “ o 011 1 1 , «
Reseni. Nejdrive si vypiSeme nékolik prvnich ¢lenii posloupnosti: 3, 1, g, 15.-- Nasledné

. vl 2 “1 e p vy . o, 1 3 7 15 . . .

si spocitdme nékolik prvnich ca;:ceg,nych souctit: 5, ¥, g, g--- Nyni vidime, Ze E)redpls

pro castecny soucet s, je s, = “5—. Jeho spravnost ovéiime indukci. Plati s; = 5 = a;.
. L as s k_ ,

Predpokladame platnost pro n = k, ¢ili s = 22 L Pron = k+ 1 pak plati: sp41 =

_ 2k 1 20@F—1)+1 _ ok+l_o4q 2kl . . R

Skt g1 = Top togErr = SR = o = o Tim padem jsme dokézali

platnost naseho predpisu. Kdyz se na néj nyni podivame, uz vidime, Ze pfipocitavanim
dalgich c¢lenti se soucet bude blizit jedniéce, nikdy ji vSak nedosédhne. Tento odhad nyni
potvrdime spoc¢itanim limity.

2" — 1 2" —1 5 -3 1-0

lim s, = lim = lim A= lim
n—o00 n—oo 27 n—oo 2N 5 n—o00 1 1

Vidime tedy, ze nekonecné fada c¢isel mize mit konecny soucet. Piiklad ktery jsme
uvedli je mimo jiné feSenim znamého filozofického paradoxu zavodu Achillea a Zelvy.

Podobné jako pri posloupnostech také rozliSujeme konvergentni a divergentni fady, a
to podle toho, jaka je posloupnost ¢asteénych soucti dané rady. Plati také, ze posloupnost
mize mit koneény soucet, jen pokud ma limitu rovnou nule (jde o nutnou, nikoliv vSak
dostacujici podminku).

Podobné jako nekonecéné soucty také miizeme zavést pojem nekonec¢ného soucinu — zna-

o

¢ime H ay. Zpusob jeho pocitani je analogicky nekoneénym souctem — konkrétni detaily
k=1

proto uz nechame na Vas. Doufame, ze Vas Sesta série opét donuti nastartovat mozkové

zavity a prejeme hodné zdaru pfi jejim resSeni!
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Pomocny text

NEKONECNA SERIE

V siestej, nekonecnej sérii sa budeme zaoberaf tym, ako sa rozne matematické ob-
jekty spravaju, ked ich standardné, ,konecné“ ponimanie rozsirime na nekonecno. Pojde
najméi o postupnusti a ich limity, nekonecné sicéty a saciny. Na zaciatok si teda definujeme
postupnost.

Definicia 6.1. (Nekonecna) postupnost redlnych ¢isel je zobrazenie, v ktorom kazdému
prirodzenému ¢islu priradime jedno realne ¢islo. Postupnost znacime {ay}, kde a,, je n-ty
¢len postupnosti — teda realne Cislo, ktoré priradime prirodzenému ¢islu n.

Jednoduchym prikladom postupnosti s trebars vzostupne zoradené parne prirodzené
éisla: 2,4,6,8.... Prvym ¢lenom je dvojka, teda jednicke priradime dvojku, dalej dvojke
Stvorku, trojke Sestu a tak dalej az do nekoneéna. VSeobecne tak plati a,, = 2n.

V nasSej definicii popisujeme postupnosti redlnych ¢isel. M6zeme samozrejme podobne
definovat postupnosti prirodzenych, celych, alebo aj komplexnych éisel. VSeobecne po-
stupnost prvkov mnoziny M je zobrazenim z mnoziny prirodzenych ¢isel do mnoziny M.
V tejto sérii vSak pracujeme najmi s redlnymi ¢islami, preto nadalej budeme hovorit o
postupnostiach redlnych cisel.

Ako sme uz naznadili, konkrétnu postupnost mézeme popisat predpisom pre n-ty ¢len.
Zapis a, = n? napriklad vyjadruje vzostupna postupnost druhjch mocnin prirodzenych
éisel: 1,4,9,16... Existuju aj iné spdsoby, ako definovat konkrétnu postupnost. Jednym
z nich je rekurentné (rekurzivne) vyjadrenie. Vtedy typicky najprv povieme, ¢omu bude
rovny prvy ¢len — napriklad a; = 2 a dalej vyjadrime ¢len a,; pomocou ¢lena a,, napri-
klad: an+1 = 2a,. Dostame tak vlastne prvy ¢len a navod, ako z neho vypocitat druhy, z
druhého treti, atd. V tomto pripade bude postupnost vyzerat nasledovne: 2,4, 8, 16...

Rekurentné vyjadrenie je v mnohych pripadoch uzito¢né a ¢asto intuitivne, jeho nevy-
hodou vsak je, ze aby sme spocitali n-ty ¢len, musime vypocitat vsetky ¢leny pred nim.
Typickou tlohou, s ktorou sa stretdvame, je najst pre postupnost zadant rekurentne jej
predpis pre n-ty ¢len. Najdenie samotného predpisu nemusi byt vzdy jednoduché a obcas
vyzaduje isté skuisenosti. Typicky vSak pomoze spocitat si zopar prvych ¢lenov a skusit
podla nich predpis ,,uhddnut®. Ked uz mame v rukich konkrétny predpis, jeho sprév-
nost overime tak, Zze ju dokdZeme matematickou indukciou — to uz je zviéSa o nieco lahsi
problém. Postup si ukaZeme na nasom priklade.

Priklad 6.1. Vyjadrite n-ty ¢len postupnosti zadanej rekurentne: a; = 2, an4+1 = 2ay.

RieSenie. Pozrieme sa na niekolko prvych ¢lenov: 2, 4, 8, 16. Lahko vidime, Ze ide o
mocniny dvojky, ¢o je napokon zrejmé z toho, ze dvojku z prvého ¢lena postupne nasobime
dalsimi dvojkami. Vzorec pre n-ty ¢len teda zrejme bude a,, = 2". Jeho spravnost overime
indukciou. Pre prvy ¢len vzorec plati: a; = 2! = 2, ¢o je v zhode s rekurentnym zadanim.
Predpokladajme teraz spravnost vzorca pre n = k, teda aj, = 2*. Z toho dokazeme platnost
pre k41 — chceme teda dokazaf ap,; = 2°!. Z rekurzivneho predpisu mame a1 = 2ay.
Dosadime podla indukéného predpokladu: aj, 1 = 2(2F) = 281, Tym paddom sme dokazali,
Ze predpis a, = 2" vyjadruje ta isti postupnost, ako rekurentny vzfah zo zadania. ]
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Teraz predstavime dalsi dolezity pojem, a tym je limita postupnosti.

Definicia 6.2. Postupnost {a,} mé vlastna limitu L, znac¢ime li_>m an, = L, ked pre
n—oo

Tubovolné (malé) redlne ¢ > 0 existuje ng také, ze pre kazdé n > ng plati |a, — L| < e.

Co teda znamena, Ze postupnost mé limitu L? Znamen4 to, Ze nech zoberieme akokol-
vek malé ¢islo e, bude existovat isté hrani¢né ng, tak Ze kazdy ¢len od ay, az do nekonecna
sa bude od limity L lisit o menej, nez je zvolené . Limita teda vyjadruje, Ze ¢leny po-
stupnosti sa budu smerom do nekone¢na priblizovat k ¢islu L — a ze sa priblizia ubovolne
blizko. Ukazeme si to na priklade.

Priklad 6.2. Urdite limitu postupnosti a, = %

RieSenie. Cleny zadanej postupnosti budt vyzeraf nasledovne: 1, %, %, i..

.....

. Je zrejmé,

skutoc¢nosti vieme pribliZif lubovolne blizko, limitou postupnosti teda bude nula. Dok4Zeme
to jednoducho — pre Tubovolné € (blizkost k nule) nijdeme ng, tak ze kazdy clen a, pre
n > ng bude od nuly rozdielny o menej, nez €. Majme teda Iubovolné ¢ > 0. Polozime
ny = Léj + 1. To znamena, ze hodnotu é najprv zaokruhlime na celé ¢islo smerom dole a
potom k nemu pri¢itame jednicku. Teraz dokdzeme, ze rozdiel ¢lena a,, a limity 0 bude

mensi nez e, ¢ize |an, — 0] = nio = Lljl o <& Na dokazovani nerovnost aplikujeme
ekvivalentné apravy: :
1
<e€
2] +1
1
1<el|=-]|+1
€
1 1
IR
€ €

Je zrejmé, Ze poslednd nerovnost plati. Nakolko sme pouzili ekvivalentné upravy, platnd je
aj dokazovana nerovnost a teda pre nami zvolené ng je a,, dostato¢ne blizko nule. Zostava
nam dokézat, ze to plati aj pre kazdé dalsie n > ng. Ako sme vSak povedali, kazdy ¢len je
mensi nez predchidzajuci, zdroven vsak vzdy vicsi od nuly. Tym padom kazdé dalsie a,
bude k nule aspon tak blizko ako a,, a dokazali sme teda, ze 0 je skutoc¢ne limitou tejto
postupnosti. ]

Nie kazda postupnost mé limitu. Napriklad pre postupnost a, = n Ziadnu vlastna
limitu nendjdeme. Vidime, Ze tato postupnost rastie nad fubovolni hranicu, teda jej hod-
nota sa vlastne blizi k nekonecnu. Zavediemie si preto pojem nevlastnej limity.

Definicia 6.3. Postupnost {a,} mé nevlastnd limitu oo, resp. —oo, ked pre Iubovolné
realne ¢islo h existuje ng také, ze pre kazdé n > ng plati a,, > h, resp. a,, < h.

Limita rovnéa nekone¢nu teda znamend, ze nech zvolime akukolvek hornti hranicu (h),
postupnost ju ¢asom prekroéi tak, ze sa pod nu uz nevrati (napr. a,, = n). Limita rovna
zapornému nekonecénu naopak znamend, ze postupnost sa dostane pod lubovolnit dolna
hranicu a nad nu sa uz nevrati. Plati, ze kazdd postupnosf méa najviac jednu limitu.
Pokial ju mé a je fou reélne ¢islo (teda ide o vlastnt limitu), hovorime Ze postupnost
konverguje, v opa¢nom pripade (limita neexistuje alebo je nevlastna) diverguje. Existuju
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teda aj postupnosti, ktoré ziadnu limitu nemaja — napriklad postupnost a, = (—=1)", v

ktorej sa donekonecna striedaju —1 a 1.
Pri poéitani limit mézeme vyuzit niekolko pravidiel. Nech {a,} a {b,} s konvergentné
postupnosti a ¢ je lubovolné realne ¢islo. Potom plati:

e lim (a, +b,) = lim a, + lim b,
n—o0 n—o0 n—o00

e lim (a, —b,) = lim a, — lim b,

lim (apb,) = lim a, lim b,
n—oo n—0o0 n—oo

e limc=c
n—oo

e lim (ca,) =c¢ lim a,
n—oo n—oo

Pokial je kazdy ¢len postupnosti {b,} rézny od nuly a aj jej limita je nenulova, plati:

lim a,
. (7% n—00
e lim —=—""—
n—oo by, lim b,
n—oo

Ziskané znalosti ukdzeme na priklade:

. e e . 2_
Priklad 6.3. Urcite limitu postupnosti a,, = %.
RiesSenie.
2 2 1 2, 1
—2n+1 —2n+1 53 3—=2+ 5
lim 3n n—+ — i 3n n + nZ — lim n n2 —
n—00 n?2 —4 n—00 n?—4 L nsee 14
n n
i 3-25+5m _3-20+00
n—oo ] — 4%% 1-4.0.0

Na zaklade uvedenych znalosti o postupnostiach mézeme prejst k nekoneénym radom.
Predpokladajme, ze mame postupnost {aj}. Nekoneény rad je vlastne siucet vsetkych jej

o0
¢lenov, teda vyraz v tvare a; + as + ag + ... — zapisujeme tiez Z ag. Na prvy pohlad sa

k=1
moze zdat, Ze sticet nekoneéne mnoho ¢isel musi byt tiez nekoneény, nemusi to tak vSak

byt vzdy.
Aby sme mohli skiimat nekone¢né rady, zavedieme si najskor pojem c¢iastocného stcétu.
n

Ciasto¢ny stcet postupnosti, zna¢ime Z a; alebo tiez sy, je sticet jej prvych n ¢lenov, teda
i=1

Sp = ai+as+az+...+a,. Je zrejmé, Ze takyto stcet vieme spoditat pre lubovolné &islo n.
Uvéazme teraz postupnost ¢iastoénych suctov {s,}. Prvym ¢lenom tejto postupnosti teda
bude vlastne prvy ¢len povodnej postupnosti aq, druhym bude sucet jej prvych dvoch
élenov, tretim sucet prvych troch élenov atd.

Cim dalej teda zdjdeme v postupnosti ¢iastoénych stiétov, tym viac ¢lenov postupnosti
{ay} zahrnieme do suctu s,. Nasim celom je najst sucet vSetkych ¢lenov — bude nés teda
zaujimat, ako sa bude postupnost ¢iastoénych stctov vyvijat smerom do nekonecna — a
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prave tuto myslienku vyjadruje pojem limity. Su¢tom vsSetkych ¢lenov postupnosti {ay},
ak existuje, je limita postupnosti jej ¢iastocnych stcétov. Zapisané formalne:

n

o0

g ar = lim E a; = lim s,
n—oo n—oo

k=1 i=1

Ak teda mame vypodcitat sudet nekonecného radu, snazime sa najprv najst predpis
pre postupnost ¢lastoénych stctov. Ide o podobni tilohu, ako hladanie predpisu pre n-ty
¢len rekurentne zadanej postupnosti. Staci si uvedomit, ze postupnost ¢iastoénych stétov
mozno tiez zapisat rekurentne: s; = a1, Sp11 = Sp + any1. Ked vyjadrime postupnost
Glastoénych suctov, staci spocitat jej limitu. Pokial t4 existuje a je to reédlne &islo, ide o
stucet daného nekonecného radu. Ukazeme si postup na priklade:

[e.e]

. o ) 1
Priklad 6.4. Urcite stcet nekonecného radu g ok
k=1
RieSenie. Najskor si vypiSeme niekolko prvych ¢lenov postupnosti: %, %, %, %. .. Nasledne
si spocitame niekolko prvych ¢Giastkovych staétov: %, %, %, %' .. Teraz vidime, Ze predpis

v /. Y% . n__ ’ 9 , . . ’
re Clastkovy stcet s, je s, = 2.=L. Jeho spravnost oveime indukciou. Plati s; = 1 =
p g j 5 p 3
2k 1

a1. Predpokladdme platnost pre n = k, Cize s, = 5 - Pre n = k + 1 potom plati:
— _ 21 1 22F—1)41 _ oktl_oi 1  ogk+l_j , )
Sk+1 = Sk T Q41 = 55 T grpr = s = "S- = “oEr- Tym padom sme

dokézali platnost nasho predpisu. Ked sa nail teraz pozrieme, uz vidime, Ze pri¢itavanim
dalsich ¢lenov sa sucet bude bliZzif jednicke, nikdy ju vSak nedosiahne. Tento odhad teraz
potvrdime spocitanim limity.

o — 1 on 1 1-4& 1-0
lim s, = lim = lim 2" — 2" - =
n—00 n—oo 2N n—oo 2N

1

n—oo 1 1

Vidime teda, Ze nekone¢ny rad ¢isel moze mat konecény stucet. Priklad ktory sme uviedli
je okrem iného riesenim znédmeho filozofického paradoxu zavodu Achillea a Zelvy.

Podobne ako pri postupnostiach tiez rozliSujeme konvergentné a divergentné rady, a to
podla toho, akd je postupnost ¢iastocénych stuctov daného radu. Plati tiez, Ze postupnost
moze mat koneény sucet, len ak m4 limitu rovnd nule (ide o nutnd, nie vSak dostacujicu
podmienku).

Podobne ako nekone¢né stucty tiez mozeme zaviest pojem nekonecného stcinu — zna-

o0
¢ime H ag. Spodsob jeho pocitania je analogicky nekonecnym stétom — konkrétne detaily

k=1
preto uz nechdme na Véas. Dafame, ze Vas Siesta séria opéatf donuti nastartovat mozgové

zdvity a prajeme vela zdaru pri jej rieseni!
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