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Pomocný text

Alespo¬

Jiº tradi£n¥ vám p°iná²íme výb¥r n¥kolika p°íklad·, které vám snad pomohou p°i °e²ení
£tvrté série.

P°íklad 1. Nech´ a, b, c jsou kladná reálná £ísla. Dokaºte, ºe platí (a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥
8abc.

Hlavní my²lenka. V²imneme si, ºe danou nerovnost m·ºeme získat sou£inem t°í nerov-
ností, které plynou z úpravy na £tverec.

�e²ení. Víme, ºe druhá mocnina kaºdého reálného £ísla je vºdy nezáporná. Pro libovolná
kladná a, b proto platí
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Stejným zp·sobem dostáváme b + c ≥ 2
√
bc, c + a ≥ 2

√
ca. Protoºe na obou stranách

v²ech t°í nerovností jsou kladná £ísla, m·ºeme je mezi sebou vynásobit a op¥t dostaneme
platnou nerovnost:

(a+ b)(b+ c)(c+ a) ≥ 2
√
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√
ca = 8abc.

To je v²ak p°esn¥ nerovnost, kterou jsme cht¥li dokázat.

K nerovnostem vám povíme je²t¥ jednu uºite£nou v¥c a to známou nerovnost mezi
pr·m¥ry. Pr·m¥r stupn¥ n daných hodnot xi (i ∈ 1, 2, . . . , k) de�nujeme následujícím
zp·sobem

〈xi〉n =
n

√∑k
i=1 x

n
i

k
.

Jde tedy o n-tou odmocninu z aritmetického pr·m¥ru n-tých mocnin. Speciáln¥ pak pro
n = 0 bychom dostali vºdy pouze £íslo 1, de�nujme tedy zvlá²´ pr·m¥r stupn¥ 0 jako tzv.
geometrický pr·m¥r:

〈xi〉0 = 〈xi〉g = k
√
x1 · x2 · · · · · xk

Nyní bez d·kazu (ten m·ºete snadno najít na mnoha místech internetu) uve¤me d·leºité
tvrzení:
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V¥ta 0.1. O nerovnosti mezi pr·m¥ry

Nech´ m,n jsou r·zná reálná £ísla a platí m > n. Pak pro libovolná nezáporná x1, x2, . . . , xk
platí

〈xi〉m ≥ 〈xi〉n
a rovnost nastává práv¥ tehdy, kdyº platí x1 = x2 = · · · = xk.

Pozorný brkosák si v²imne podobnosti mezi pr·m¥rem stupn¥ n a vzorcem pro výpo£et
bod· za jednu sérii brkosu. A te¤ uº tedy ví, jakým zp·sobem zvýhod¬ujeme mlad²í °e²itele
a pro£ se vyplatí °e²it v²echny úlohy.

P°íklad 2. M¥jme dev¥t koulí, které jsou na pohled identické. Jedna z nich je o n¥co málo
t¥º²í neº ostatní. Pouhým pohledem nejsme schopni °íct, která to je, máme ale k dispozici
rovnoramenné váhy. Otázka zní, na kolik nejmén¥ váºení jsme schopni t¥º²í kouli p°esn¥
ur£it?

Hlavní my²lenka. Nejprve ukáºeme, ºe pouze s jedním váºením si nevysta£íme, uº kdy-
bychom uvaºovali pouze £ty°i koule, natoº dev¥t. Poté ukáºeme obecný postup pro dev¥t
koulí na práv¥ dv¥ váºení.

�e²ení. P°edpokládejme, ºe máme mén¥ neº dev¥t koulí. Pro po£ty jedna aº t°i si lehce
sami ov¥°íte, ºe jsme schopni t¥º²í kouli odhalit. Pro £ty°i uº to ov²em obecn¥ nejde.
Projd¥me si v tomto p°ípad¥ v²echna moºná váºení. Pro a, b ∈ N0 ozna£me jako a | b
váºení, ve kterém umístíme a koulí na jednu stranu vah a b koulí na druhou (váºení je
symetrické, sta£í uvaºovat a | b, nemusíme provád¥t i b | a), výsledek pak bude jeden z
následujících: levá stran¥ je t¥º²í (a > b), leh£í (a < b) nebo jsou ob¥ strany stejn¥ t¥ºké
(a = b). (Uv¥domte si, ºe pro váºení bereme koule náhodn¥, protoºe °e²ení musí fungovat
obecn¥, ne podle zrovna �²´astné volby� koulí.) Jednotlivé moºnosti pro £ty°i koule jsou:

1 | 1 Kouli ur£íme pro výsledky 1 > 1, 1 < 1, ale pro 1 = 1 pot°ebujeme dal²í váºení na
zbylé dv¥ koule.

1 | 2 výsledky 1 > 2, 1 = 2 sice ur£í t¥º²í kouli (tu nalevo), ale 1 < 2 ne (hmotnost t¥º²í
koule m·ºe být jen nepatrn¥ vy²²í). Není tedy jasné, jestli je nalevo t¥º²í nebo stejn¥
t¥ºká koule.

1 | 3 Op¥t výsledky 1 > 3, 1 = 3 ur£í kouli nalevo jako t¥º²í, ale 1 < 3 nám ne°ekne zhola
nic.

2 | 2 Jak 2 > 2, tak 2 < 2 nám pouze ur£í stranu, na které je t¥º²í koule, která to je, ale
nevíme. Výsledek 2 = 2 nem·ºe nastat (existenci t¥º²í koule vynucuje zadání).

4 | 0 Pro váºení a | 0, a ∈ N platí triviáln¥ a > 0.

(Také by sta£ilo °íct, ºe jakékoli váºení nám umoºní rozli²it pouze t°i moºnosti, ale pro
nejt¥º²í kouli máme moºnosti £ty°i.) Tolik první £ást, nyní ukaºme, ºe t¥º²í kouli umíme
vºdy odhalit na dv¥ váºení. Za£n¥m¥ s váºením 3 | 3 a rozeberme jednotlivé výsledky:

3 > 3 (ekvivalentní 3 < 3) T¥º²í koule je ur£it¥ v t¥º²í hromádce, pro druhé váºení z ní
zvolme 1 | 1. Pro 1 > 1, 1 < 1 známe kouli okamºit¥, pro 1 = 1 je t¥º²í koule ta,
kterou jsme neváºili.

3 = 3 V²ech ²est váºených koulí je stejných a jako druhé váºení sta£í zváºit koule, které
jsme zatím nepouºili, tedy 1 | 1. Dále postupujeme jako vý²e.
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