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Pomocny text

ALESPON

Jiz tradi¢né vam pfinasime vybér nékolika ptriklad, které vdm snad pomohou pfi feSent
Ctvrté série.

Priklad 1. Necht a, b, ¢ jsou kladna redlna ¢isla. Dokazte, ze plati (a + b)(b+ ¢)(c+a) >
8abc.

Hlavni myslenka. V8imneme si, Ze danou nerovnost mizZeme ziskat souc¢inem ti{i nerov-
nosti, které plynou z tpravy na ¢tverec.

Reseni. Vime, Ze druh4 mocnina kazdého realného &sla je vidy nezaporna. Pro libovolné
kladna a, b proto plati

(Va—vb)? >0
V@ + Vb —2vab > 0
a+b>2vVab

Stejnym zptsobem dostavame b + ¢ > 2v/bc, ¢ + a > 24/ca. Protoze na obou stranich
vSech tfi nerovnosti jsou kladna ¢isla, miuZeme je mezi sebou vynasobit a opét dostaneme
platnou nerovnost:

(a+b)(b+ c)(c+ a) > 2Vab - 2Vbc - 2v/ca = 8abe.

To je v8ak presné nerovnost, kterou jsme chtéli dokazat.

K nerovnostem vam povime jesté jednu uziteCnou véc a to zndmou nerovnost mezi
praméry. Pramér stupné n danych hodnot z; (i € 1,2,...,k) definujeme nésledujicim

zptlisobem
[N~k n
n A
<xz>n — Ez_kl (N

Jde tedy o n-tou odmocninu z aritmetického priiméru n-tych mocnin. Specialné pak pro
n = 0 bychom dostali vZdy pouze &islo 1, definujme tedy zvlast pramér stupné 0 jako tzv.
geometricky primeér:

(Ti)o = (Ti)g = Va1 -2+~ T
Nyni bez ditkazu (ten mizete snadno najit na mnoha mistech internetu) uvedme dilezité
tvrzeni:
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Véta 0.1. O nerovnosti mezi priméry

Necht m,n jsou riznd redlnd ¢isla a platim > n. Pak pro libovolnd nezdpornd x1,xa, ..., 2k
plati
a rovnost nastdvd prdve tehdy, kdyz ploti x1 = x0 = -+ = xp.

Pozorny brkosdk si v§imne podobnosti mezi primérem stupné n a vzorcem pro vypocet
bodi za jednu sérii brkosu. A ted uz tedy vi, jakym zptisobem zvyhodiiujeme mladsi fesitele
a proc¢ se vyplati fesit vSechny tulohy.

Piiklad 2. Mé&jme devét kouli, které jsou na pohled identické. Jedna z nich je o néco maélo
t6z81 nez ostatni. Pouhym pohledem nejsme schopni fict, ktera to je, mame ale k dispozici

rovnoramenné vahy. Otézka zni, na kolik nejméné vazeni jsme schopni t&z8{ kouli pfesné
urc¢it?

Hlavni myslenka. Nejprve ukdZeme, ze pouze s jednim véZenim si nevystacime, uz kdy-
bychom uvazovali pouze ¢tyfi koule, natoz devét. Poté ukadZzeme obecny postup pro devét
kouli na pravé dvé vazeni.

Reseni. Piedpokladejme, Ze mame méné nez devét kouli. Pro pocty jedna aZ tii si lehce
sami ovéfite, ze jsme schopni téz8i kouli odhalit. Pro ¢étyfi uz to ovSem obecné nejde.
Projdéme si v tomto pfipadé v8echna mozna vazeni. Pro a,b € Ny ozna¢me jako a | b
vazeni, ve kterém umistime a kouli na jednu stranu vah a b kouli na druhou (véazeni je
symetrické, staci uvazovat a | b, nemusime provadét i b | a), vysledek pak bude jeden z
néasledujicich: leva strané je t8z8i (a > b), leh& (a < b) nebo jsou obé strany stejné tézké
(a = b). (Uvédomte si, Ze pro vaZeni bereme koule nahodnég, protoZe feSeni musi fungovat
obecng, ne podle zrovna ,$tastné volby* kouli.) Jednotlivé moznosti pro ¢ty¥i koule jsou:

1|1 Kouli uréime pro vysledky 1 > 1,1 < 1, ale pro 1 = 1 potiebujeme dalsi vaZeni na
zbylé dvé koule.

v s

1|2 vysledky 1 > 2,1 = 2 sice uré¢i téz8i kouli (tu nalevo), ale 1 < 2 ne (hmotnost t&zsi

koule mtize byt jen nepatrné vyssi). Neni tedy jasné, jestli je nalevo t&z8i nebo stejné
tézka koule.

Mo

113 Opét vysledky 1 > 3,1 = 3 urci kouli nalevo jako t&zsi, ale 1 < 3 nam nefekne zhola
nic.

2|2 Jak 2 > 2, tak 2 < 2 nam pouze uréi stranu, na které je t&zsi koule, ktera to je, ale
nevime. Vysledek 2 = 2 nemiize nastat (existenci t&zsi koule vynucuje zadéani).

410 Pro vazeni a | 0,a € N plati trivialné a > 0.

(Také by stacilo Fict, ze jakékoli vazeni nam umozni rozligit pouze tii moznosti, ale pro

My v

vzdy odhalit na dvé vazeni. Za¢némé s vazenim 3 | 3 a rozeberme jednotlivé vysledky:

3 > 3 (ekvivalentni 3 < 3) Te&zsi koule je urcité v tézsi hroméadce, pro druhé vazeni z ni
zvolme 1 | 1. Pro 1 > 1,1 < 1 zname kouli okamZité, pro 1 = 1 je t&zi koule ta,
kterou jsme nevazili.

3 = 3 Vsech Sest vazenych kouli je stejnych a jako druhé véazeni stacéi zvazit koule, které
jsme zatim nepouzili, tedy 1 | 1. Dale postupujeme jako vyse.
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