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Pomocny text

POLYNOMY

Mili tesitelé,

cilem tohoto povidani je naudit vas, jak se vyporfaddat s polynomy. V tvodu rychle
proletime zakladni pojmy, které jisté vétSina z vas uz zna. Naudime se rizné metody na
hledani kotent, rozebereme Vietovy a Newtony vzorce, procvi¢ime Hornerovo schéma. Na
zaver kazdé Casti ¢ekd par uloh na procviceni.

Uvod

Nejprve si musime Fict, co to polynom je. Funkci P(z) nazveme polynomem, jestlize je
tvaru
P(z) = apz™ + an_12" 1+ + a1z + ao,

kde a, # 0. Cisla ag, ..., an nazyvame koeficienty polynomu a n je jeho stupen.
Miize se samoziejmé stat n = 0, tedy P(xz) = ag. Tento polynom nazyvame konstantni.
Pro rizné pot¥eby si jesté dodefinujeme nulovy polynom P(z) = 0.
Polynom charakterizuji i jeho kofeny, tedy takova r, pro ktera P(r) = 0.
Pravé v souvislosti s kofeny polynomu se ¢asté&ji pouziva pro praci s polynomem takzvany
soufinovy tvar. Nazyvame tak vyjadieni polynomu jako soucin ¢lenti (x — r), kde r je
kofen polynomu. Napiiklad si vezméme polynom 2 — 3z + 2, u kterého snadno uhadneme
kofeny —1,—2 (Pokud jste neuhddli, nevéste hlavu, nau¢ime se). Na zdkladé toho mohu
polynom vyjadiit jako 22 — 3z 4+ 2 = (z + 1)(x + 2). Ctena¥ tedy u7 tusi, 7e pro obecny
polynom plati

P(z) =ap(x —ri)(x —ro) - (x —ry),

kde rq,...,r, jsou kofeny P(x). Pokud se né&jaky kofen vyskytuje v soudinu vicekrat, pak
ho nazyvame nasobny koien. Néktefl 7 vas mozna zpozornéli nad poctem kofenii. Jak
vime, Ze pocet kofenti je n? Rekla nam to Zakladni véta algebry':

ZVA. Kazdy polynom stupné n ma pravé n komplexnich kofeni, poc¢itame-li kazdy toli-
krat, jaka je jeho nasobnost.

Trochu jsme vam tedy zatajili, Ze r1,...,7, v soudinovém tvaru nemusi byt nutné
realna cisla. Koho vydésily komplexni kofeny at se netrapi, v celém textu budeme Fesit jen
polynomy s redlnymi koeficienty a jejich komplexni kofeny nebudeme uvazovat. Pfesto si
ale néco ze zakladni véty algebry odneseme.

'Ditkaz této véty je vysoko nad ramec tohoto textu, ale sb&hlym v praci s komplexnimi &isly by nemél
¢init potize (viz v&ta o chlupaté kouli).
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Disledek. Kazdy nenulovy polynom stupné n méa nejvyse n redlnych kofenti

Piiklad 1.1. Polynom P(z) spliuje 23 + 23217 — 18216 — 242 4 10824 = (2* — 322 —
2z +9) - P(x) pro vsechna z. Najdéte soucet koeficientit polynomu P(z).

Ndvod. Staci si uvédomit, Ze soufet koeficientii polynomu je jeho funkéni hodnota v
r = 1.

Ptriklad 1.2. Dokazte, ze ag = (—1)" - ap(r1ire -+ - 1)

Ndvod. Vyuzijte souc¢inovy a obecny tvar polynomu.

Pro ty, které zaujal vztah v pifkladé 2, je nachystana dalsi kapitola.

Vietovy vztahy

Zatneme tim, Ze si nadefinujeme k-symetrickou sumu. Prvky kazdé k prvkové podmnoziny
mnoziny M vynasobime a tyto souciny sec¢teme. Tuto sumu nazyvame k-symetrickd suma
a zna¢ime ji oy. Pro pfedstavu, necht M = {x,y, z, w},pak:

or=rz+ytzt+w

02 = 2Y + Yz + 2= + wr + wz + wy
03 = xYyz + yzw + zzw + wry
04 = WITYZ

Vezméme si polynom P(x) a jeho kofeny rq,...,r,. Z obecného tvaru polynomu jasné,
7e kazdy polynom je jednozna¢né dany pomoci jeho koeficientd. Ze soudinového tvaru zase
vidime, Ze i kofeny nam témér aplné charakterizuji polynom. Zda se tedy, Ze mezi kofeny
a koeficienty polynomu je néjakd pevné zavislost. Této zavislosti fikdme Vietovy vztahy.
Spousta z vas uz zna Vietovy vztahy, zpravidla ve tvaru:

an-1= —ap(r1+7r2+ " +715)

an—g = ap(rire +rirs + -+ rp_17y)

ap = (—1)"apriry - -+ Tn
Se symetrickou sumou vam ale mtzu predstavit Vietovy vztahy v kapesni formé:
2
ap—f = (_1) an O,
kde o je k-symetrickd suma mnoziny rq,...,7,.

Diikaz. Vedme dukaz indukci vzhledem k n. Necht n = 1, pak polynom P(z) = ajx+ap ma
zfejmé jediny kofen —2¢. Pro k = 1 tedy dostdvame o1 = 2%, a vskutku ag = (—1)1a1%‘§“.
Uvazme nyni polynom P(z) stupné n + 1.

P(x) = anp1(x — rnga) (@ —ri)(x —r2) -+ (2 — 1)
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Oznacme Q(z) = (x —r1)(x — re) -+ (x — 1), ktery ma stupen n a zfejmé a,, = 1. Dale
bud 7 k-symetricka suma kofend Q(z). Z induké¢éniho predpokladu plyne

Q(x) =2" — T R L R (=1)"7p,
P(x) = tng1(x — rnp1) (@ — 2" L+ a2 4 (—1)n).
Roznésobenim zjistujeme, Ze
P(z) = anp1 (@™ — (s A1)z + -+ (=1)" e ).
A to neni nic jiného nez
P(z) = app12"™ — app1012™ + o ¥ angp1 (1) Mo,

coz jsme chtéli dokézat.

Pi#iklad 1.3. Najdéte soucin kofent polynomu P(x) = 502°° 4 49249 + ... + 222 + 1.
Nic nefesime a dosazujeme

—1 1
o050 = (—1)50% =0
Ptiklad 1.4. Najdéte vSechny uspofadane trojice (x,y, z) spliujici

T+y+z=06,
Yy +yz +xz =11,
xyz = 6.

Ze zadani tedy o1 = 6, 09 = 11, 03 = 6. Proto z,y, 2z jsou pravé kofeny polynomu
P(z) = 23 — 622 + 112 — 6. Néktefi z vas uz uhodli, ze kofeny tohoto polynomu jsou 1,2
a 3. Tém, co se nezadafilo, jsme pFipravili nésledujici odstavec.

Nalezeni korenu

Vsichni zname vzorec pro vypocet kofenii kvadratického polynomu az? + bz + ¢

—b+ Vb2 —4dac
2a '

Ty =

Témér nikdo si nepamatuje vzorce pro polynomy stupné tii a ¢tyfi, ale existuji. Pro po-
lynomy stupné 5 a vySe uz ale Zddné vzorce nemame. Na to uz piisli nezédvisle na sobé
panové Evariste Galois a Niels Henrik Abel:

Abel-Ruffiniho véta?. Pron > 5 neexistuje vzorec, ktery by vyjadfoval kofeny polynomii
stupné n za pouziti zdkladnich aritmetickych operaci +, —, -, / a n-tych odmocnin.

20pét se jedna o vétu s velmi netrividlnim dikazem.
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Abychom si rozuméli, véta nefikd, Ze si s libovolnym polynomem neporadime bez né-
jakych vyssich pomticek. Vezméme si napifklad polynom 2° — 1. Pfedpokladam, 7e vas
nepfekvapim, ze ma jediny realny kofen x = v/1 = 1 a to mi stacila jen pata odmocnina.
Véta nam totiz oznamuje, Ze neumime najit vzorec pro obecny polynom. TakZe ne abyste
to hned vzdali, kdyz vidite polynom stupné 5 a vice.

Ukézeme si, jak snadno umime vyzrat na racionalni kofeny. Uvazme polynom P(z) s

raciondlnim kofenem 2, kde (p,q) = 1 (Mdme nas zlomek vykraceny). Dosadme:

n n—1
P<p>:an<p> +an1<p> +otal fag=0.
g q q g

Vynéasobme ¢lenem ¢"
anp" + an1p" g+ -+ a1pg" ! + aog" = 0.

Kouknéme se rovnici modulo p. Zifejmé p déli pravou stranu - nulu, a tedy i levou stranu.
Vidime, Ze p se nachézi ve vSech ¢lenech kromé apq™ a pravé proto ho musi délit. My jsme
si fekli, ze (p,q) = 1 proto p | ag. Podobné zjistime, ze q | a,,. Najit delitele &isel a,, a ag je
uz snadné. Nejlip si ukdZeme, jak piesné postupovat na nésledujicim polynomu:

P(z) =223 — 52% — 4z + 3

Predpokladame, ze mé kofen g. Nutné p | 3 a ¢ | 2. Na zakladé toho dostavame mnoZinu
kandidatd na kofeny

11 3 3
= —2,1,-1,3,-3,2, -2}
{27 2’ ) 73’ 3727 2}

Vsechna tato ¢isla samoziejmé nemusi byt kofeny (ani nemohou, mame polynom stupné
3). Pokud ale zadany polynom ma racionalni kofen, pak lezi v této mnoziné. Zjistit ktery
z nich je rutinni zalezitost.
K aplné vybavenosti uz nam chybi jedind, nicméné dulezita véc. Predstavte si, ze dostaneme
polynom

F(z) =2 + 2% — 5z + 3.

Udélame si seznam kandidata {1, —1,3, -3} a zjistime dosazenim, Ze koFeny jsou jen 1 a
—3. My vsak vime, ze tento polynom m4 3 koFeny. Ano, miiZe se stt, Ze tieti kofen nebude
racionalni nebo ani redlny. Co kdyz je ale 1 kofen dvojnasobny? Pamatujeme si, Ze potom
bychom tento polynom méli vyjadfit v sou¢inovém tvaru:

F(x)=(z+3)(z—1)(z—1)

Takze staci tyto tii zavorky roznasobit a zkontrolovat, jestli se to rovné nasemu polynomu.
Spravny matematik je ale liny a vybere si jednodusi cestu. Touto cestou je Hornerovo
schéma.

Pomoci Hornerova schématu umime nejen ovérit je-li ¢islo kofenem polynomu, ale i zjistit
jestli je nasobny kofen.

Cely proces se 7idi jednoduchym postupem, ktery budeme soubézné ukazovat na obecném
kvadratickém polynomu a polynomu P(z) = 2? — 3z + 2.

Nejdiive si sepiSeme koeficienty polynomu do tabulky. Budeme zkoumat jestli je 1 (resp.
z) kofen, zapiSeme je tedy do levého sloupce.
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Dalsi krok je opsat vedouci koeficient do druhého Fadku. Potom v kazdém sloupci vez-
meme ¢islo v druhém fadku, vynasobime se z a pfi¢teme koeficient ve sloupci napravo.
Vysledek napiSeme do dalsiho sloupce druhého radku.

1 -3 2 as a1 ap
1|1 z | ay
1 -3 2 as al ag
111 -2 z | aa zas + aq
1 -3 2 a9 al a
111 -2 0 z | as zas+a; z%as+ zap + ag

Podivejme se co se stalo. Z obecného tvaru kvadratického vidime, ze ¢len, ktery jsme sepsali
jako posledni je ve skute¢nosti funkéni hodnota polynomu P(z) v = 2. Zejména pokud
je z koten, pak se posledni ¢len rovné nule. Coz vskutku plati pro prvni polynom a kofen
1. To je ale jen ¢ast kouzla Hornerova schématu. Druha informace se nachézi v &islech
zapsanych v druhém Fadku. Jsou to totiz koeficienty jistého polynomu Q(z), ktery spliiuje

P(z) = asx® + a17 + ag = Q(z)(x — 2)

Proto pokud chceme zjistit jestli je z dvojnasobny kofen polynomu P(x), staci zjistit jestli
je 1 kotfen Q(z). A jak jinak nez Hornerovym schématem. Vyzkousejte si na ptvodnim
polynomu F(z) = 23 4+ 22 — 5z + 3..

Piiklad 1.5. Najdéte kofeny polynomu z® — 1022 4 23z — 14.

Piiklad 1.6. Najdéte kofeny polynomu x® — 922 + 23z — 15.
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Newtonovy vzorce

Zatnéme trochu nestandartné prikladem.

Piiklad 1.7. Necht a, b, ¢ jsou kofeny polynomu 3+ 222 +3x +4. Najdéte hodnotu vyrazu
a? + b + 2.

Reseni. Upravme si hledany vyraz.
a> + b+ =(a+b+c)? —2ab—2ac— 2bc = (a + b+ ¢)* — 2(ab + be + ac)

Diky Vietovym vztahtim vime a + b+ ¢ = —2 a ab + bc + ac = 3. Hned tedy dostavame
a?+ b +c2=(-22-2-3=-2

Nabizi se otézka, jestli by se tento princip nedal néjak zobecnit. Odpovéd pFinasi New-
tonovy vzorce.
Necht s, = r¥ + 75 + ... + 7k kde r1,..., 7, jsou kofeny polynomu P(z) = ap,a™ + --- +
a1z + ag. Potom Newtonovy vzorce nazyvame nasledujici soustavu

aps1 + an—1 =0

anS2 + Gp—181 + 2a7,—2 =0

ap83 + Gp-152 + ap_281 + 3ap_3 =0

A tak dale. Obecné je lze vyjadfit jako
apSk + an-18k—1 ++* + ap_py181 + ka,— = 0.

S tim, ze a; = 0 pro j < 0 (MuZe se totiz stat, ze k > n). Tentokrat nechame tvrzeni bez
dikazu. Zpravidla se ale dokazuje matematickou indukci.
Podivejme se rad$i na nékteré piiklady.

Priklad 1.8. Kofeny polynomu z? — 22 — 22 — 1 = 0 jsou a,b, ¢ a d. Najdéte hodnotu

vyrazu P(a) + P(b) + P(c) + P(d), kde P(x) = 25 — 2° — 2% — 2% — 2.

Reseni. Hledame

P(a)+P(b)+P(c)+P(d) = (a®—a’—a®—a*—a)+ (5 —° —b* —b? —b) +(* —® —c* —c*—c)+

+(d°—d°—d*~d*~d) = (a®+0°+c+d°) = (a®+b° +*+d°) — (a> +b°+P+d%) — (a® + b7+ +d*) —
—(a+b+c+d)=56—55—853— 52— 81

Ted pfigel ¢as pro Newtonovy vzorce. Postupné pro k = 2,4, 6 dostavame
S§9 — 81 — 2=0

84—83—82—4:0,
86—85—84—82:0.

Secteme a mame sg — s5 — S3 — S5 — 51 — 6 = 0. Vysledek je tedy —6.
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Priklad 1.9. Najdéte v8echna FeSenf systému rovnic
rT+y+z=3

2?4y 22 =3

2y’ +2° =3

Reseni. Necht z, v, z jsou kofeny polynomu P(t) = t3 4+ at?® + bt + c. Hned z Vietovych
vzorci vime a = —3. S vyuZitim Newtonovych vzorcl dopod&itame i zbytek.

s3 — 389 +bs1 +3¢=0

S0 —381+20=0

Dosadime s3 = s = 51 = 3:
3—94+3b+3c=0

3—-9+2b=0
Takze P(t) = t3 — 3t? + 3t — 1. Bystrym okem navic zjistime P(t) = (t —1)3. Jediné feSeni

jeprotor =y =2z=1.

Tim jsem u konce tohoto povidani. Doufame, Ze jsme vas dostate¢né pripravili na pro-
blémy s polynomy a piejeme hodné §tésti pii Feseni tloh!
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