XXV. ro¢nik BRKOS 2018/2019

Pomocny text k 5. sérii

USPORADANI

autor: Viki

V tejto sérii si povieme nieco o usporiadaniach. UkaZeme si, ¢o to usporiadania si, aké
usporiadania uz mozete poznat a na ¢o nam slizia. Ako pomenovanie napovedéa, usporia-
danie je nejaky nastroj, ktory nam dovoluje prvky (napriklad prirodzené ¢isla) porovnat
a zoradit. Z hodin matematiky a bezného zivota napriklad poznate usporiadanie ¢isel podla
velkosti. Zna¢ime ho symbolom ,,<* a zapis ,,a < b* ¢itame ako ,,a je mensie alebo rovné
ako b*. Napriklad plati 1 < 3 a 3 < 3, ale neplati 5 < 3. Ale to uz poznate zo zakladnej
gkoly. Skisme si teda povedat nieGo nové, a to, ako je usporiadanie definované formaélne.
Na to budeme najprv potrebovat definiciu relacie na mnozine.

Definicia 1 (Binarna relacia na mnozine). Binarna relacia R na mnozine A je mnozina
dvojic prvkov z A. Forméalne piseme R C A x A, kde X je kartézsky sucin dvoch mnozin.

Neformaélne, binarna reldcia na mnoZine urcuje vztah medzi prvkami danej mnoZiny.
Potom ak pre prvky a, b z A plati (a,b) € R, hovorime, Ze a je v relacii R s prvkom b.
Binarna znamené, Zze nés zaujima vztah dvoch prvkov, teda uvaZzujeme dvojice. Existuju
aj relacie medzi viacerymi prvkami, tie nés vSak tuto sériu zaujimat nebudu.

Priklad 1. Majme mnozinu A = {1,2,3}. Potom mnoZina obsahujica vsetky dvojice
prvkov z A je Ax A = {(17 1)7 (17 2)7 (17 3)? (27 1)7 (2a 2)7 (27 3)7 (37 1)1 (37 2)7 (37 3)} MnoZina
R=1{(1,1),(1,2),(2,2),(3,2),(3,3)} je jedna z mnohych binarnych relacii na mnozine A.

Rel4ciu méZeme Casto znacit aj pomocou vhodného symbolu, ako napriklad usporia-
danie < alebo ¢asto pouzivany symbol ~. Potom méZzeme prislusnost do relacie ~ zapisat
ako (a,b) € ~ alebo a ~ b. V literattire sa moZete stretnit s oboma zapismi, my budeme
dalej v texte pouzivat zapis a ~ b'. Zaroveii budeme dalej v texte pod kazdou relaciou
mysliet prave bindrnu relaciu na mnoZine.

Definicia 2 (Usporiadanie). Usporiadanie mnoziny A je taka relacia ~ na mnozine A,
kde pre vietky mozné prvky a, b, ¢ z mnoziny A plati:

a ~ a, (reflexivita)
ak plati a ~ b a zarovenr b ~ a , potom a = b, (antisymetria)
ak plati a ~ b a zaroven b ~ ¢, potom a ~ c. (tranzitivita)

Usporiadantt mnozinu ¢asto zapisujeme ako dvojicu (A4, ~), kde A je doty¢na mnozina
a ~ jej usporiadanie. Ak pre dva prvky a, b z A plati a ~ b alebo b ~ a, hovorime, Ze prvky
a a b st porovnatelné. Relacia usporiadania musi splhat tri vlastnosti, ktorych vyznam si
vysvetlime na usporiadani ¢Gisel <.

!Taky zapis sa nazyva infixovy.

BRKOS Team 2018



XXV. ro¢nik BRKOS 2018/2019

reflexivita Kazdy prvok je v relacii sdm so sebou, teda pre kazdé ¢islo plati a < a.

antisymetria Neexistuju dva rozne prvky, kde by bol prvy vicsi alebo rovny ako ten
druhy, a zaroven druhy vicsi alebo rovny ako ten prvy. Teda zjavne pre kazda dvojicu
¢isel a, b plati, Zze ak a < b a b < a, tak nutne a = b.

tranzitivita Ak je jeden prvok rovny mensi alebo ako druhy a druhy mensi alebo rovny
ako treti, tak aj prvy je mensi alebo rovny ako treti. Zjavne, pre Tubovolné ¢isla a,
b, c plati, Ze ak a < bab<c, tak a <c.

Uvedené usporiadanie < ma jednu dobru vlastnost, a to, Ze je linedrne: teda vsetky
dvojice prvkov st porovnatelné. Pre lubovolné prirodzené a a b plati aspoii jedno z a < b
alebo b < a. To v8ak nemusi obecne platit pre vSetky usporiadania. Preto si v dalSom
priklade ukdzeme jedno usporiadanie, ktoré by vam mohlo byt blizke, ale nie je linearne:
vieme néjst také dvojice prvkov, pre ktoré nevieme povedat, ktory z prvkov je vacsi.

Priklad 2. Definujme reldciu | na prirodzenych &islach? N nasledovne:
a | b prave vtedy, ked a deli b bez zvysku.

UkaZeme, Ze | je relacia usporiadania. Na to, aby sme to dokazali, musime dokazat platnost
vSetkych troch vlastnosti. Pripomenme si, Ze a deli b bez zvysku prave vtedy, ked existuje
prirodzené ¢&islo k také, ze b = ka.

reflexivita Kazdé ¢islo deli samé seba, staci zvolit k = 1. Preto pre kazdé a plati a | a.

antisymetria Predpokladdme pre Tubovolné a a b, Ze plati a | b a zaroven b | a. Potom
z definicie | plynie, Ze existuju také prirodzené k a [, 7e b = ka a a = lb. Dosadime
druhii rovnost do prvej a dostaneme a = lka. Jediné rieSenie tejto rovnice pre pri-
rodzené &isla a Tubovolné prirodzené a je, ak dosadime k = [ = 1. Dosadenim do
povodnych rovnosti dostaneme a = b, ¢o sme chceli.

tranzitivita Predpokladame pre Tubovolné a, bac, ze platia | ba b | c. Potom z definicie |
plynie, Ze existuja také prirodzené k a [, ze b = ka a ¢ = [b. Dosadenim prvej rovnosti
dostaneme ¢ = lka. Zjavne [k je prirodzené ¢islo, preto a deli ¢ a z definicie | vyplyva
alec.

Delitelnost nam, rovnako ako hodnota ¢isla, dokaze ¢isla nejako usporiadat. Najdeme
v8ak dvojice, napriklad 5 a 13, kde neplati ani 5 | 13 ani 13 | 5. Ale ako sme ukézali, relacia
vyhovuje definicii usporiadania.

Dalsfm prirodzeny priklad na usporiadanie je usporiadanie mnozin podla inklazie C.
Teda mnozina A je mensia ako mnozina B, pokial A je podmnozinou B. Tento fakt piSeme
ako A C B. Dokaz, ze relacia C splita vietky tri pozadované vlastnosti, si mozete skusit
napisat sami.

Hasseov diagram

Vhodnym néastrojom na vizualizaciu usporiadania prvkov je takzvany Hasseov diagram.
Nebudeme ho teraz definovat formélne, iba intuitivne popiSeme, ¢o zobrazuje a ukiZzeme
si nejaké priklady.

2TakZe na &slach 1, 2, 3,4 ...
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Hasseov diagram vizuélne znézorﬁuje usporiadanie prvkov. Z menéich prvkov ide dohora
dohora k prvku ¢, tak platl Ze a je mensie ako b, b je mensie ako ¢, a aj a je menSie ako
c. Ciaru z a do ¢ uz nekreslime. Casto prvky vykreslujeme v poschodiach, ale to nutne
neznamené, ze vSetky prvky na nizSom poschodi st mensie ako prvky na poschodi{ vyssom.

|
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Ukéazeme si jednoduché priklady. Hasseov diagram (a) zobrazuje usporiadanie prirod-
zenych &isel podla velkosti, teda relacie <. Najmensie ¢islo je 1, takZze je pod vSetkymi
ostatnymi. Vedie v8ak z neho ¢lara iba do 2. Vdaka vlastnosti tranzivity vieme, Ze 1 je
mensie od vSetkych ¢isel, od ktorych je aj 2 mensie. Preto zvysné ¢iary, napriklad z 1 do 3,
nie st potrebné. Kedze prirodzenych &isel je nekone¢ne vela, nevieme v diagrame zakreslit
vSetky. Nekone¢ny rastici retazec zna¢ime pomocou troch bodiek.

Diagram (b) znazoriiuje usporiadanie mnoziny ¢isel {1,2,3,4,5,6,10,12,25} podla re-
lacie delitelnosti, teda vyssie definovanej relacie |. Na obrazku vidno nelinearitu usporia-
dania. Zaroven ukazuje, Ze prvky na rovnakom poschodi, napriklad 2, 3, 5, sii neporovna-
telné. Ziadne z nich nedelf zvy8né dve. Rovnako si v&imnite, Ze aj ked je napriklad ¢islo 12
v poschodi nad 10, neplati, Ze by 10 bolo podla delitelnosti mensie ako 12. TakZze prvky
nemozeme porovnévat na zaklade poschodia, v ktorom st. Moézeme ale povedat, ze 1 je
mensie ako vetky ostatné prvky, alebo Ze 3 je mensie ako 12.3

Obréazok (c) znazoriuje, ze diagram moze mat viacero ¢asti, ktoré nemusia byt pre-
pojené, ale stale popisuju jedno usporiadanie. MdZete si to predstavit ako usporiadanie
cely &isel podla < a k tomu napriklad prvok zemiak, ktory je porovnatelny iba sam so se-
bou. KedZe relacie st iba mnoziny dvojic, usporiadanie, ktoré je znazornené na diagrame,
mozeme matematicky zapisat ako < U {(zemiak, zemiak)}.

Vyznacné prvky usporiadania

Uz z obrazkov tusite, Zze existuje cela kopa usporiadani, ktoré mozu mat rézne vlastnosti.
Preto potrebujeme vhodné néstroje, ktoré nam pomoédzu tieto vlastnosti popisat. Jedny
z néastrojov st vyznacné prvky usporiadania, z ktorych si hned tie zdkladné predstavime.

Definicia 3 (Najmensi prvok usporiadania). Prvok n € A je najmensi prvok usporiadania
~ na mnozine A préave vtedy ked je mengi alebo rovny ako v8etky ostatné. Formalne, pre

vietky prvky a z A musi platit n ~ a.

Napriklad, najmengi prvok usporiadania prirodzenych ¢isel podla < je ¢islo 1. Pozname

3Vo vol'nej chvili si mozete skusit dokreslit, kde by boli ostatné prirodzené &isla. Cim je tvorené druhé
poschodie diagramu? Kam by ste zakreslili ¢islo 07
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to aj z obrazku: na (a) je 1 pod vSetkymi ostatnymi. Rovnako vidime na obrazku (b), ze
1 deli vSetky ostatné ¢isla, teda je podla usporiadania delitelnosti najmensie. Naopak,
usporiadanie podla velkosti < na cely ¢islach nemé najmensi prvok. Pre kazdé celé ¢islo
vieme néjst také, ktoré nie je mensie.

Definicia 4 (Najvacsi prvok usporiadania). Prvok n € A je najvacsi prvok usporiadania
~ na mnozine A prave vtedy ked je vacsi alebo rovny ako v8etky ostatné. Formélne, pre
vSetky prvky a z A musi platit a ~ n.

Najvacsi prvok usporiadania musi byt v Hasseovom diagrame nad vSetkymi ostatnymi.
Pozor, nestaci, Ze je na vys$Som poschodi! Preto Ziadne z usporiadani (a), (b), (¢) nema
najvacsi prvok. Do (a) by sme potrebovali pridat najvicsie prirodzené ¢islo, ktoré neexis-
tuje. Do (b) by sme museli pridat &islo, ktoré je delitelné vSetkymi v mnozine, napriklad
180.

Je délezité si uvedomit, ze nemoze existovat viac ako jeden najmensi prvok, ani viac ako
jeden najvacsi prvok. Ako sme si vSak ukazali na prikladoch, nemusi existovat ani jeden.

Dalsie dva pojmy tuto podmienku zmieriiuju. Nebudeme vynucovat, aby prvok bol pod
vSetkymi, ale bude stacit, aby ni¢ nebolo pod nim.

Definicia 5 (Minimalne prvky usporiadania). Prvok n € A je minimélny prvok uspori-
adania ~ na mnoZine A prave vtedy ked neexistuje prvok v A, ktory je od neho mensi.
Formalne, neexistuje také a v A okrem n, pre ktoré plati a ~ n.

Vzdy plati, Ze najmensi prvok je aj minimélny. Preto 1 je v pripade (a) aj (b) jedinym
minimélnym prvkom. V usporiadani (c) neexistuje najmensi prvok, ale existuje miniméalny.
Je to ten osamoteny prvok napravo, z ktorého dolu nevedie Ziadna diara.

Definicia 6 (Maximéalne prvok usporiadania). Prvok n € A je maximalny prvok uspo-
riadania R na mnozine A prave vtedy ked neexistuje prvok v A, ktory je od neho va¢si.
Formalne, neexistuje také a v A okrem n, pre ktoré plati n ~ a.

Symetricky ako pre minimalny prvok, pre maximalny prvok staci, aby nebolo ni¢ nad
nim. V (a) ziaden taky prvok neexistuje, lebo vzdy vieme najst vicsie prirodzené ¢islo.
V (b) v8ak takych prvok existuje niekol’ko, konkrétne 10, 12 a 25. Pre tieto tri ¢isla neexis-
tuje v diagrame také ¢islo, ktoré by nimi bolo delitelné. TakZe narozdiel od najmensicho
a najvacsieho prvku, minimélnych a maximalnych moze byt viac. V (c) si vSimnite, Ze
osamoteny prvok je zaroven minimélny aj maximalny prvok: nie je ni¢ nad nim ani pod
nim.

Dalsie prvky, o ktorych si povieme, st iné tym, Ze nie st definované pre usporiadanie
a mnozinu, ale aj pre kazdd podmnozinu usporiadanej mnoziny.

Definicia 7 (Dolnéa zavora prvkov usporiadania). Nech B C A. Potom prvok n € A je
dolné zéavora mnoziny B s usporiadanim ~ prave vtedy, ked n je mensie alebo rovné ako

vSetky prvky z B. Formélne, pre kazdy prvok b z B plati n ~ b.

Neformalne, dolna zavora mnoziny je taky prvok, ktory je pod vSetkymi prvkami mno-
ziny. Dolnych zavor moze existovat viac ale nemusi existovat ziadna. Napriklad, pre pod-
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mnozinu {4,6} v priklade (b) st dolnymi zavorami 1 a 2. Su to teda prvky, ktoré delia
vietky prvky vybranej podmnoZiny. Pre mnozinu {5, 10,25} st dolnymi zévorami 1 a 5.
TakZe dolnou zéavorou podmnoZiny moéze byt aj prvok z danej podmnoziny. TieZ si v8imnite,
ze najmensi prvok je dolnou zavorou kazdej podmnoziny.

Definicia 8 (Horné zavora prvkov usporiadania). Nech B C A. Potom prvok n € A je
horné zavora mnoziny B s usporiadanim ~ prave vtedy, ked n je vacsie alebo rovné ako
vSetky prvky z B. Formélne, pre kazdy prvok b z B plati b ~ n.

Symetricky ako pre dolnii zévoru, horné zavora mnoziny je prvok, ktory je nad vSet-
kymi prvkami podmnoziny. Priklady si opéat ukdZzeme na obrazku (b). Podmnozina {2,3}
ma horné zavory 6 a 12, teda ¢isla, ktoré sa delitelné vSetkymi ¢islami z podmnoZiny.
Podmnozina {4,6,10} nem4 Zziadnu hornt zavoru. V usporiadani nie je &islo, ktoré by

bolo delitelné tymito ¢islami. Opét, najvacsi prvok usporiadania je hornou zavorou kazdej
mnoziny. Hornych zavor moze byt viac, ale nemusi vzdy existovat.

Definicia 9 (Infimum prvkov usporiadania). Infimum je najvicsia dolné zavora.
Definicia 10 (Supremum prvkov usporiadania). Supremum je najmensia horna zavora.

KedZe ohrani¢eni mnoziny moézeme néjst viac, ¢asto nas zaujima iba to najtesnejsie
ohranic¢enie. Tym sa préve infimum, ako najtesnejsie dolné ohranic¢enie, a supremum, teda
najtesnejsie horné ohranicenie. Tesnost dosiahneme prave tym, ze hfadame najvicsie dolné
ohraniCenie a najmensie horné ohranic¢enie. To nemusi vzdy existovat.

¢ d
| X
a’ h

Uvéazme usporiadanie na mnozine {a, b, ¢, d} uréené Hasseovym diagramom na obrazku.
Potom podmnoZina {a, b} mé dve horné zavory: prvky c a d. Z tychto prvkov viak nevieme
vybrat ten najmensi (ani jeden nie je mensi ako ten druhy), preto pre dant podmnozinu ne-
existuje supremum. KedZe podmnozinu nemé Ziadnu dolnii zavoru, neexistuje ani infimum.
Priklad ilustruje, Ze existencie hornej zavory nezarucuje existenciu suprema. Symetricky,
pre podmnozinu {c, d} existuju dolné zavory, ale neexistuje infimum.

Zhrnutie

Verime, Ze ste sa v texte dozvedeli nie¢o nové. To najdolezitejsie, ¢o by ste si mali odniest, je
definicia usporiadania a pochopenie vlastnosti, ktoré musi usporiadanie spliaf: reflexivita,
antisymetria a tranzitivita. Pri rieSeni uloh tejto série sa pokuste vyuzivat pre ilustra-
ciu Hasseove diagramy *. Zapamitajte si rozdiel medzi minimalny a najmensim prvkom,
maximalnym a najvia¢sim: ten naj moze byt iba jeden! Dolné a horné zavory urcuja ohra-
nicenie podmnoziny usporiadania, ktorymi méze byt aj prvok danej podmnoZiny. Infimum
a supremum urc¢uji najtesnejSie dolné a horné ohranicenie, ktoré vSak nemusi existovat.

4y WTEXvam na to poslazi balidek tikz
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