BRnénsky KOrespondenéni Seminar

XXXI. ro¢nik
2024/2025



XXXI. ro¢nik BRKOS 2024/2025

Pomocny text k 5. sérii

YA POLYNOMY LX

autor: Tonda

1 Uvod

Asi kazdy z vas se jiz nékdy v matematice setkal se slovem polynom, nékdy také
mnohoclen. Tento kratky text slouZi k rozsifeni znalosti téch, ktefi toho o polynomech
moc nevédi. Avsak néjaka ¢ast muze byt zajimava i pro ty, ktefi si polynomy davaji denné
k snidani.

Z historického hlediska je polynom starsi nez samotny Jezis Kristus. Polynomy maji
krasné vlastnosti, které z nich délaji mnohem zajimavéjsi funkce nez ostatni znamé funkce.
Neékteré z nich si ukazeme.

2 Zakladni pojmy

Do presné definice polynomu nebudu zachazet. Pokud vsak nékdo nevi, co polynom
je, jedna se o konecny soucet ¢lent tvaru

=

Ag+ay X +arx* +---+a,x" =y a;x’,

i=0

kde x se nazyva proménna, a; se nazyvaji koeficienty polynomu a n € N je stupen poly-
nomu. Cislu a, fikime vedouci koeficient, &islu a, absolutni ¢len. Polynom f se nazyvé
normovany, jestlize jeho vedouci koeficient je roven 1. Mozna vas napada otazka, od-
kud bereme koeficienty a;. Odpovéd na ni neni uplné jednoducha. Da se fict, Ze jak kdy.
Pokud se setkate s pojmy jako realny polynom, polynom s realnymi koeficienty a po-
dobnymi, znamena to zkratka jen to, Ze za koeficienty a; se skryvaji néjaka realna ¢isla.
Casto se setkate s polynomy s racionalnimi koeficienty, celo¢iselnymi koeficienty,... Ve
skutecnosti dava smysl uvazovat koeficienty z libovolného komutativniho okruhu. Pro
ty, co nevédi, co to znamena, budte radi. Mizeme napfiklad uvazovat polynomy, jejichz
koeficienty jsou jiné polynomy. Toho vas nastésti usetfime.

Definice: Hodnotu polynomu f v bodé a definujeme jako soucet ay + aja + aa® +--- +
a,a". Déle toto budeme zapisovat jako f(a). Rekneme, zZe a je kofen polynomu f, jestlize

f(a)=0.

Polynomy umime rtzné scitat, nasobit, zkratka s nimi délat razné srandy.

1) Polynom f miiZzeme vynasobit néjakym cislem c a dostat z néj polynom cf. Jak to
udélame? Prosté a jednoduse vynasobime vsechny koeficienty timto ¢islem.

2) Polynomy umime scitat a odecitat. f + g definujeme tak, Ze secteme/odecteme v
kazdé mocniné x koeficienty z f a g. Tedy pokud polynom f je tvaru Y/, a;x!, g tvaru
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Y., bix', potom polynom f + g bude tvaru

max{m,n}

Z (a; +b;)x'.

i=0

Vsimnéme si, Ze soucet dvou polynomit nemiize mit vyssi stupen nez vyssi ze stupna
téchto dvou polynomd. Jak by se tam asi ta vyssi mocnina dostala, Ze jo... . MiiZe ale mit
nizsi stupen, napiiklad soucet polynomi x> + 1 a —x3 + 1 je polynom 2, ktery ma stupen
0.

3) Polynomy umime také nasobit. Obecné vypada vzorec takto:

m n m+n
5 a0 |- 5| 1 an
i=0 i=0 k=0 \i+j=k

Co to znamena intuitivné? Roznasobte vsechno se v§im a vSechno to poscitejte.

Jeden z dGvodi, pro¢ polynomy tvori néco hezkého, je, ze takto definované operace
nam na mnoziné vSech polynomu zadavaji strukturu komutativniho okruhu. Opét, ne-
feSte, co to je, pokud to nevite.

3 Kofeny

Stejné jako strom a zub, i polynom muze mit své kofeny. Pfipomenu, Ze se jedna o
¢isla, v nichz je hodnota polynomi nulova. Z grafického pohledu jde o priseciky grafu
funkce f(x) s osou x. Jeden z davnych problémi a pficina probdélych noci spousty ma-
tematik® v historii je, jak tyto kofeny proboha najit? Jde to vlibec? Na tuto otazku se
pokusim castecné odpovédét. Jedna z moznosti je jednoducha. Prosté si vybrat nahodné
néjaké cislo a zkusit, jestli je to kofen. Asi se ale shodneme, Ze to neni idealni cesta,
vzhledem k nekonecnosti moznych kofent. Co je vsak zajimavé, je nasledujici tvrzeni.

Lemma: Nechf racionalni ¢islo § je kofenem polynomu ag +a;x +--- +a,x"., kde a; € Z.
Potom s|ag a t|a,,.

Tohle tvrzeni nam da kone¢nou mnozinu zlomk, které mohou byt kofenem poly-
nomu. Staci je tedy po jednom vyzkouset. Pokud vsak polynom ma pouze iracionalni
kofeny, jsme znovu bezradni.

Dalsi uzitecna véc je, Ze pokud a je kofenem polynomu f, pak je polynom f délitelny
linearnim polynomem (x—a). Kofen & polynomu f nazveme r-nasobny, jestlize polynom
f je délitelny polynomem (x —a)".

P¥iklad: Polynom f = x? —4 m4 koteny +2, zvlidneme ho napsat jako (x — 2)(x + 2).

Véta 1 (Zakladni véta algebry): Libovolny polynom s racionalnimi koeficienty stupné n
ma v komplexnich ¢islech pravé n kofend, pocitame-li je véetné nasobnosti.

Tato véta je extrémné dulezita a zajimava. Je snad jasné, ze kofenti nemuze byt vice

nez stupen polynomu. To bychom dostali soucin vice nez n linearnich ¢initeld a po roz-
nasobeni by byl stupen vyssi. M jich tedy vzdy méné nebo rovno. Naptiklad v realnych
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¢islech polynom x? + 1 nemé zadny koien, nebot x? je vzdy nezdporné a po pricteni jed-
nicky nemtzZeme dostat nulu. Ale komplexni kofeny ma +i, tedy 2, stejné jako jeho stu-
pen. Tato véta nam zarucuje, Ze kazdy takovy polynom bude mit pravé n korent, zkratka
ty kofeny v C vzdy existuji.

Pro ty, ktefi védi, co je to derivace polynomu, je nasledujici definice zbytecna.
Definice: Derivaci polynomu f(x) = ) !, a;x' mame na mysli polynom X?;(} ig;xi-1,
Znadime f’(x).

Piiklad: Derivace polynomu x> + 2x? je polynom 3x? + 4x.
Véta 2: Je-li a dvojnasobny kofen polynomu f, potom je a kofenem f”.

Dukaz: Pro ty, co znate 1épe derivace, zderivujte si polynom f ve tvaru (x — a)g, kde g
jepodil fa(x—a).

Ztejmé pak induktivné plati, Ze trojnasobny kofen je kofenem prvni i druhé derivace,
¢tyfnasobny navic tfeti derivace, ....

Toto je nastroj, jak se mizeme pokusit najit dvojnasobné koreny néjakého polynomu.
Vime, Ze to musi byt kofen f, zaroven kofen f’, tedy to musi byt kofen jejich nejvétsiho
spole¢ného délitele. Zde tedy stoji za zminku, Ze pomoci Eukleidova algoritmu umime,
stejné jako v okruhu celych ¢isel, najit nejvétsi spole¢ny délitel dvou polynomi.

Od ted budu uvazovat vSechny polynomy s celo¢iselnymi koeficienty. Hledat ale ko-
feny polynomu neni tak snadné. Asi vsichni znate vzorecek pro koteny kvadratického
polynomu, ktery ik, Ze koteny polynomu ax? + bx +c jsou x , = = L e '2b:_4‘“. Tyto kofeny
mohou byt rizné, nebo stejné a realné, nebo komplexni. Hledat tedy kofeny kvadratic-
kého polynomu zvladneme pouhym dosazenim do vzorce.

A co pro polynom stupné 3? Opét existuje vzorec, znamy jako Cardantv vzorec, ktery
iika, ze polynom ax> + bx? + cx + d ma kofeny

b N 1
X = — 4+ —
1,23 3a 3a

§/2b3 —9abc +27ad ++/(2b3 — 9abc + 27a2d)? — 4(b2 - 3ac)3

2

. §/2b3 —9abc + 27a2d — /(263 — 9abc + 27a%d)? - 4(b? - 3ac)?
> .

Vzorec pro polynom stupné 4 uvadét nebudu, zabral by asi tak jednu celou stranu. A
co teprve vzorec pro polynomy stupné 5? 62 50? 10 000? Kolik zaberou stran? Odpoveéd
je, ze zadnou. Je dokazano, ze obecny vzorec pro polynom stupné 5 a vice neexistuje, ni-
kdy tedy ani existovat nebude. Zkratka tyto kofeny obecné pocitat neumime. Ze zakladni
véty algebry vime, Ze existuji, ale dokonce pro tato ¢isla ani nemame zadné znaceni, ne-
dokazeme je zapsat pomoci odmocnin, s¢itani, nasobeni, ..., prosté nam ztistanou navzdy
utajeny.
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4 Reciproky polynom
V rychlosti se podivame na specialni tvar polynomu, zvany reciproky polynom.
Definice: Polynom stupné n ve tvaru ) i, a;x' nazveme reciproky, jestlize a; = a,,_;.
Zkratka jeho koeficienty ¢tené od konce jsou stejné jako koeficienty od zacatku.
Véta 3: Ma-li reciproky polynom f nenulovy kofen a, pak ¢islo % je také korenem f.

Dukaz: Vime, Ze plati ag +a;a +... + a,a”. Dosadme nyni do f hodnotu é a poté celou
rovnici vynasobme a”.

f(l) + 1+ 1+ + !
—)=apta;—+ay— +..+a,—
a 07y 72,2 Tan
1
a” (E):aoa”+a1a”’l+...+an
1
a"f(=)=f(a)=0
a
1
=0,
f-)

tedy % je kofen.

Plati i obecnéjsi tvrzeni. Pokud je @ n-nasobny kofen, pak i é je. To uz zde dokazovat
nebudeme.

Definice: Polynom stupné n ve tvaru ) ! ;a;x’ nazveme zaporné reciproky, jestlize a; =
—Ay_i-

Jako cviceni si miiZete dokazat, Ze obé tvrzeni uvedena pro reciproky polynom plati i
pro zaporné reciproky polynom. Nebo je jen muzete brat jako fakt. Také stoji za zminku,
ze zaporné reciproky polynom sudého stupné 2n ma koeficient u x” roven 0. Dle definice
totiz dostaneme a,, = —a,,, coz po Upravé znamena 24, = 0 a pokud 2 # 0, miZzeme rovnost
vydélit a dostavame 4, = 0.

5 Zavér
Polynomy jsou cool, uzite¢né a da se s nimi délat spousta véci. Tento text je jen kratky
stru¢ny uvod do teorie polynomt, jinak se nad polynomy daji travit stovky hodin casu.

Muzete napriklad definovat polynomy vice proménnych a zkoumat je, bude to vSak jesté
mnohokrat slozitéjsi. O tom tfeba nékdy pristé.
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