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Reseni 2. série

NAHODNE
PROCHAZKY

Uloha 2.1.

Henry pFi své nocni pochizce Hloupétinem narazil na opilce. Ten kaZdou vterinu udéld
s pravdépodobnosti g krok doprtedu, s pravdépodobnosti % zistane stdat na misté a s pravdépo-
dobnostz’% udéld krok dozadu. Jakd je pravdépodobnost, Ze po t vterindch ujde k kroki dopredu

od mista, kde ho Henry zacal pozorovat?

ReSeni.

Veimnéme si, Ze pokud by opilec délal kazdou pilvtefinu piilkrok dopfedu s pravdé-
podobnosti % a pulkrok dozadu s pravdépodobnosti %, bude pravdépodobnost, Ze se za
vtefinu pohne o krok dopfedu rovna (%)2 = %, pravdépodobnost, 7e se pohne o krok do-
zadu ( %)2 = % a pravdépodobnost, Ze zlistane stat na misté zbylé %. Pohyb opilce nyni
budeme popisovat pomoci téchto poloviénich krokt. Vzhledem k nim se ptame, jaka je

pravdépodobnost, ze po 2t krocich urazi opilec vzdalenost 2k. To spoéitame dosazenim
R\ 2\ R s\ R
()6 G
Uloha 2.2.

Kouma se ocitl v bludisti zobrazeném na obrdzku. Bludisté se sklddd
z deviti mistnosti, kaZdé dvé, které sousedi stémou jsou propojeny dveirmi.
Kouma zacéind v mistnosti A, snazi se dostat do mistnosti C. Vechny dvefe
se daji oteviit z obou stran, akordt dveie do mistnosti B jsou pouze jedno-
smérné. ProtoZe je zmateny, vybird si ndhodné dvere, které otevie. Jakd je
pravdépodobnost, Ze z mistnosti A dojde do mistnosti C, aniZ by uvdznul
v mistnosti B?

do vzorce:

F
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Reseni.

Zbylé mistnosti ozna¢ime D, E, F, G, H, I, viz upraveny obrazek u zadani. Pravdeé-
podobnost, Ze se z mistnosti X dostane uspésné do C, oznatme px. Mame po = 1,
pp = 0. Ze symetrie vidime, %e pp = pg, pg = pg a pr = p;. Z mistnosti A se miize
s tfetinovou pravdépodobnosti pfesunout do libovolné z mistnosti D, B, G. Z téchto
mistnost{ jsou pravdépodobnosti dosazeni C' po fadé pp, pp, pg. Proto

1 1 1 2
pA = 3PD + 3Pn + 3PG = 3PD-

Analogicky odvodime vztah pp = 3pp+3pa = 5pE+3PD, PE = $PD+3PB+5PF =
%pp + %pF a koneéné pr = %pE + %pc = %pE + % 7 prvniho z nich méame pp = %pE,
z druhého pak pp = %pE, ze tietiho %pE = % Méme pak pg = %, pp = %, pa = %

Hledané pravdépodobnost je pak pgq = %
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Uloha 2.3.

Kouma se dostal z bludisté a vysplhal na miZnou pldn. Mlha na ni byla tak hustd, Ze pres
ni nebylo vidét ani slyset a snadno se v ni zabloudilo. Navic byla nekoneénd na vsechny strany.
Nouma na Koumu cekal v mize piesné z sahi zdpadné a s sdhi severné. Oba si vysSli na-
proti, a to tak, Ze Kouma Sel s pravdépodobnosti 0,3 na zdpad, s pravdépodobnosti 0,3 na sever,
s pravdépodobnosti 0,2 na jih a s pravdépodobnosti 0,2 na vijchod. Oba délali vidy pFesné sd-
hové kroky. Nouma mél pravdépodobnosti svijch kroki stejné, akordt na opacné strany. Jakd je
pravdépodobnost, Ze oba byli po k krocich na stejném misté?

Reseni.

K feSenf tlohy je potfeba udélat dva triky. Prvni je popsany v pomocném textu —
rozlozime pohyb na smér severozapad-jihovychod a smér jihozapad-severovychod. Diu-
lezité je si uvédomit, ze pravdépodobnosti pohybu Koumy jsou voleny tak, aby tyto
pohyby ztstaly nezavislé — v prvnim sméru je pravdépodobnost pohybu na severozapad
0,6, ve druhém sméru jsou obé pravdépodobnosti 0, 5. Pravdépodobnost, ze se sejdou,
je pak soucinem pravdépodobnosti shody jedné z takto pootocenych souradnic.

Druhym trikem je, Ze si nebudeme v§imat pozic klukil, ale polohy Koumy vzhle-
dem k Noumovi. Kazdy krok Noumy nahradime Koumovym krokem v opa¢ném sméru.
Pravdépodobnost, Ze se chlapci sejdou je stejna jako Sance, ze Kouma po 2k krocich
ujde s sdhi severné a z sahi zapadné. Vzhledem k otofenym soufadnicim feknéme, ze
Kouma udélal a krokid severozapadné a b kroku jihozédpadné. Pak musi platit a = s+ z,
b = z — s. Pravdépodobnost, ze Kouma s Noumou budou na stejné pozici ve sméru

severozapad-jihovychod je (gkgf,z) -0, 675t
2

2k—s—z
0,472 (prosté dosazeni do vzorce z

pomocného textu), pro druhy smér je tato pravdépodobnost (%Elﬁﬁ)o, 52k Hledanym
2

vysledkem je soucin téchto pravdépodobnosti. Poznamenejme jesté, zZe zlomek v kom-
bina¢nim ¢&isle odpovida faktu, ze pokud by byli severné vzdaleni o sudy a zépadné o
lichy pocet sahil, nikdy se nesetkaji. To lze snadno ukazat Sachovnicovym obarvenim
roviny.

Uloha 2.4.

Pred hloupétinskym kinem stoji 15 bohdcu a 25 Zebrdki a vSichni chtéji zhlédnout film, na
ktery je vstupné padesdt korun. KaZdy bohdé md u sebe prdavé jednu stokorunu, kaZdy Zebrdk
prdvé jednu padesdtikorunu (jiné mince ani bankovky nemaji). Kino prdavé otvird, pokladni md
prazdnou kasu. Jakd je pravdépodobnost, Ze kdyZ se bohdci a Zebrdci sefadi ve fronté ndhodné,
bude mit pani pokladni vidy na vriceni a vsichni zvlddnou zaplatit za film?

Reseni.

Ozna¢me p(z,b) pravdépodobnost, Ze se v8ichni dostanou do kina, je-li ve fronté
z zebrakl a b bohact. Kdyz si rozmyslime, jak nejvyse tfem Zebrakiim mtizeme piidat
jednoho az tii bohace, dojdeme k rovnostem p(1,1) = 1/2, p(2,1) = 2/3, p(2,2) =
2/6 =1/3, p(3,1) =3/4, p(3,2) = 5/10 = 1/2, p(3,3) = 5/20 = 1/4. Toto pozorovani
nas povede k hypotéze, ze pro z +b > 2 a pro b < z je p(z,b) = Z;{Ib aprob > z
je p(z,b) = 0. Toto budeme nyni dokazovat indukei vzhledem k z + b. Prvni krok pro
z+b = 3 mame, pojdme na krok indukéni: pfedpokladejme platnost tvrzeni pro z+b = s
a dokazme ji pro z+b=s+ 1.
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Zabyvejme se pouze piipady, kdy b < z (v ostatnich je pravdépodobnost p(z,b)

ziejmé nulova). S pravdépodobnosti —+p stoji na konci Zebrék, ti pred nim se do kina

dostali s pravdépodobnosti p(z —1,b). S pravdépodobnosti ZLH) stoji na konci boh&c a ti
pfed nim se do kina dostali s pravdépodobnosti p(z,b — 1). Z piedpokladu b < z plyne,
e za p(b—1,2) i p(b, z — 1) lze dosadit po fade 252 a 22042

Po dosazeni mame

z z+1 -

z z—25 b z—b+2_

Pt = T T s
_z=b bz—b+2b 22 —bz+z—b+bz—b"+2b
z+b  (z+0b)(2+1) (z+b)(z+1)
24202 4b  (z+b)(z—b+1) z—b+1
(z+b)(z+1)  (z+b(z+1)  z+1
Tim je dtikaz indukci hotov. Nyni staci za b a z dosadit. Hloupétingti maji Sanci dostat
sedokina%.

Druhy zptisob, jak k dloze pfistupovat, je uvazit prochazku ve Ctvercové siti, pfi
které délame kroky doprava nahoru s kazdym Zebrakem a doprava doli s kazdym boha-
¢em. Z bodu [0, 0] chceme dojit do [z + b, z — b] a nikdy pfitom neklesnout pod pFimku
y = 0. Pokud bychom ignorovali posledni podminku, bylo by cest (Z;rb) (nekterych z
krokt z celkovych z + b musi byt doprava nahoru). Spo¢itejme nyni nevyhovujici cesty,
tedy ty, které maji bod na piimce y = —1. Cast cesty pred dosaZenim tohoto bodu
osové zobrazime podle této piimky. Dostaneme tak cestu z [0, —2] do [z +b, z —b]. Tako-

vych je (jfl)) a kazda odpovida jednoznacné jedné nevyhovujici cesté. Pravdépodobnost
nevyhovujici cesty je pak

z+b ()

(z+1) _ GIOi-D! b

+by +b)! - )

(ZZ ) (zz!b!) z+1

pravdépodobnost vyhovujici cesty 1 — -t = 2H=b,
z+1 z+1

Tato tiloha tizce souvisi s vétou, ktera se anglicky nazyva Bertrand’s Ballot Theorem
a je motivovana tlohou, v niz se pocitd pravdépodobnost, Ze v kazdém okamziku voleb
mél vitéz vice aktudlné odevzdanych hlasi. Jeji ditkazy a zobecnéni mizete najit na
internetu.

Uloha 2.5.

Kouma si narysoval trojihelnik a rozhodl se, Ze jej rozdéli dvéma pFimkama na nékolik
cdsti tak, aby kazZdd byla soumérnd podle néjaké osy. Jak to md udélat, aby se mu to povedlo
pro obecny trojuhelnik?
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ResSeni.

Nejdiive to zkusme pro pravoihly trojihelnik. VSimneme si, Ze tam nédm sta¢i jedna
piffmka — spojnice vrcholu s pravym thlem a stfedu protéjsi strany. Protoze je tento stied
souasné stfedem kruZnice trojihelniku opsané, rozdéluje zminéna tusecka pravouhly
trojihelnik na dva rovnoramenné trojihelnfky s délkou ramene r, kde r je polomér
kruZznice opsané.

Tohoto pozorovani vyuZijeme v obecném trojihelniku. Vime, 7ze kazdy trojuhelnik
alesponl jedna vyska (bud vSechny t¥i, nebo ta proti nejdelsi strané) déli na dva pra-
vothlé trojahelniky. Kdyz v kazdém z nich spojime vrchol s pravym tthlem se stiedem
protéjsi strany, rozpadne se ndm ptuvodni trojuhelnik na t¥i ¢asti. Dvé z nich jsou rov-
noramenné trojihelniky (jak jsme ukazali vyse), t¥eti je ¢tyfuhelnik vznikly spojenim
dvou rovnoramennych trojihelnikid se spoleénou zakladnou. Takovému ¢tyfihelniku se
fika deltoid a méa osu symetrie, ktera je osou symetrie obou rovnoramennych trojuhel-
nikd. Pokud Kouma pouzije k déleni trojihelntku dvé zminéné spojnice, dostane tii
0soveé soumeérné ¢asti.

Uloha 2.6.

Kouma si vybral prirozené ¢islo n a prohldsil, Ze z kaZdé mnoZiny velikosti 2 - 3™ — 1 umi
vybrat 3" ¢isel tak, Ze je jejich soucet delitelny 3".. Nouma ho chtél trumfnout a #ekl, Ze takovijch
3" cisel zvlddne vybrat z jakychkoliv 2 - 3™ — 2 ¢isel. Kdo z nich mél pravdu a proc¢?

Reseni.

Protoze je v zadani n, mohla by k feSeni vést indukce. A vskutku! V prvnim kroku
musime ukazat, Ze z péti Cisel lze vybrat tii, jejichZ soudet je délitelny tfemi. Pokud
by tii z téchto péti ¢isel davala stejny zbytek po délenf t¥emi, soucet vybranych tif
by byl délitelny tfemi. Pokud by takova tfi ¢isla neexistovala, musi byt kazdy zbytek
zastoupeny alespon jednou. Soucet ti Cisel, kterd davaji razné zbytky po déleni t¥emi,
je ale délitelny tfemi. V obou piipadech pro n =1 tvrzeni plati.

Piistupme nyni k indukénimu kroku. Pfedpoklddame, Ze tvrzeni plati pro n = k a
chceme jej dokézat pro n = k + 1. Mame mnozinu 2 - 3571 — 1 ¢isel, coz je jisté vice ne?
2.3F — 1, takZe z nich dle indukéniho predpokladu miizeme vybrat 3¥ takovych, 7Ze je
jejich soucet délitelny 3*. Zbude nam 2 - 381 — 1 — 3k = 5.3%F — 1 &fsel, z nichz opét
miizeme odebrat 3% &isel v souctu délitelnych 3%, Poté mizeme tento krok jesté tiikrat
opakovat. Ziskame tak pét podmnozin ptivodni mnoziny, z nichz kazda ma velikost 3* a
soucet délitelny 3*. Uvazme nyni tyto soucty vydélené 3%, Mame tak pét ¢isel, z nichz,
jak jsme ukézali v prvnim kroku, umime vybrat t¥i tak, Ze jejich soucet je délitelny
t¥emi. Soudet ¢isel v jim odpovidajicich skupinach bude proto délitelny 3 - 38 = 3++1,
sjednoceni téchto skupin ma 3 - 3 = 3! prvkia. Podafilo se nam tak najit vyhovujici
podmnozinu pro n = k + 1 a tim dokoncit dtkaz.

Jesté€ poznamenejme, Ze obecné lze z 2t —1 ¢isel vybrat ¢ tak, aby soucet byl délitelny
t. Dtikaz ma dva kroky: v prvnim ukadZzeme, Ze to plati pro prvodisla, ve druhém, ze kdyz
to plati pro a a b, plati to i pro a - b.
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Uloha 2.7.

Mezitim co Kouma pocital, Nouma sedél u televize a sledoval Hloupétinsky receptdr. Prdavé
tam ukazovali, jak se omezuji vjrazy. Pro Noumu to byla brnkacka, protoZe si to pamatoval
z loniské treti série. Na zdvér dali divdkim za kol dokdzat, Ze vijraz

PR —
(a+b)?%  (a+c)?  (b+c)?

(ab + be + ac)

lze omezit zdola ¢islem %, pokud jsou a, b, c kladnd (tedy Ze pro Zdadnd kladnd a,b, c neni hodnota
vyrazu mensi nez %). Dokdzali byste to také?

ReSeni.

Jak jsme se dozvédéli od Tesiteld, byla tato iiloha uvedena v komentafich Prazského
seminaie jako ptiklad uziti metody ABC. My bychom zde radi prezentovali tfeti mozny
pifstup, a to pomoct Cebyéevovy nerovnosti, kterou jsme uvadéli v nasem lofiském
povidani.

Dokazovanou nerovnost

59
— 4

(ab+bc+ac)[ ! ! ! ]

@02 (ato? fhro?

vynasobime vyrazem 4(a + b)2(b + ¢)?(a + ¢)?, dostaneme tak

4 g a’b+ E abe + E a’b’c? — 3 E a3 — 2 g a’b’c — g a*t? > 0.
sym sym sym sym sym sym
Nyni se postupné zbavme ¢lenti se zapornym znaménkem. Muirheadova nerovnost
N 31.3 5 ~ M . 31.3 5 P ~
tika, ze ) g, a°b” < 3o 0, a’b, takze pFictenim 3 a’b” =33 a’b k levé strané
jeji hodnotu zmengime. Stejné tak miizeme levou stranu zmensit pfi¢tenim sym atbh? —
> sym a®b. Stadi nam tak dokéazat (silngjsi) nerovnost

Z a*be + Z a?b’? — 2 Z a®b?e > 0,

sym sym sym

po vydéleni kladnym vyrazem abc

Za3+2abcf22a2b20,

sym sym sym
ZaB —i—Zabc— ZaQb— Za2c >0,
sym sym sym sym
Za3 + abe — a’b — a%c > 0,
sym

Za(a—b)(a—c) > 0.

sym

Posledni z uvedenych nerovnosti je Schurova nerovnost, ktera plati pro kladna a, b, c.
Protoze jsme k ni dosli ekvivalentnimi upravami, plati i zadana nerovnost.
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