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Resgeni 5. série

POLYNOMY

Uloha 5.1. Mat&j s Libénkou hréali hru. Na za¢atku méli obecny normovany polynom
stupné 2016:
P(l‘) = 332016 + a2015m2015 + -+ a1+ ag

Stridali se na tahu a v kazdém tahu pfifadili jednomu z koeficient® ag, ..., as915 konkrétni
redlnou hodnotu (realné ¢islo). Za¢ina Matéj. Po 2016 tazich jsou v8echny koeficienty ur-
Ceny, hra konéi a P(x) se stava konkrétnim polynomem. Pokud je na konci ¢islo 2016
kofenem, vyhréva Libénka, v opaéném piipadé vyhraje Matéj. Kdo ma v této hie vitéznou
strategii (tj. maze hrat tak, ze vzdy vyhraje, at uz hraje druhy hra¢ jakkoliv)?

ReSeni. Vitéznou strategii ma v této hie Libénka(druhy hrac) - jelikoz na ni piipada
doplnéni posledniho ¢lenu v rovnici: P(z) = 22016 + ag0152%°1° + -+ 4 a1z + ag, kde
a2015 - - - a1 jsou konstanty, a ag proménnd. Staci ji tedy, aby za x dosadila 2016, rovnici
polozila rovnu nule a dopoéitala ag - pak si mize byt jista, Ze 2016 je koFenem.

Uloha 5.2. Henry mél jiné starosti. Mél polynom x3 4 ax? 4 bx 4 ¢, jehoz kofeny si oznaéil
jako a, B, v a chtél najit polynom, jeho# kofeny by byly a3, 33, 43. Pomozte mu s timto
tkolem.

Reseni. Napisme si Vietovy vztahy pro polynom z3 + ax? + bx + c:
at+pB+y=—a

af+ay+pBy=10
afy=—c

Dale zjistime hodnotu vyrazu o + 83 4+ 42 v zavislosti na koeficientech a, b, c, tedy
vlastné koeficient u kvadratického ¢lene naseho hledaného polynomu (akorat s opatnym
znaménkem):

P+ B34+ = (a+ B+7)° = 3(a?B + oy + af + B2y + ay? + By + 2a8y) =

(—a)® = 3((®B + a®y + aBy) + (aB® + B2y + aBy) + (ar* + By + aBy)) + 3afy =
—a® — 3(a(aB + ay + B7) + B(aB + ay + B7) + v(aB + ay + B7)) + 3(—c) =
—a® = 3(a+ B +7)(af +ay+ By) + -3¢ = —a® + 3ab — 3¢

Nyni zjistime hodnotu vyrazu o382 + a?y3 + 3343 v zavislosti na koeficientech a, b, c,
tedy vlastné koeficient u linedrniho ¢lenu naseho hledaného polynomu:

o’ B2 +a’y’+5%9% = (af+ay+B7)° —3aBy(a’ B+aPy+af? + B2y +ay’ + By +2a8y) =

(aB+av+87)° =3aBy(a+B+7)(af+ay+By)+3a”5%7? = b*=3(—c)(—a)b+3c? = b’ —3abe+3¢”
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A na zavér zjistime hodnotu vyrazu o?$343 v zavislosti na koeficientech a, b, c, tedy
vlastné koeficient u absolutniho ¢lenu naseho hledaného polynomu (akorét s opaénym zna-
ménkem):

a5y = (afr)’ = =

Hledany polynom ma tedy takovyto tvar:
2® + (a® — 3ab + 3¢)x? + (b® — 3abe + 3¢%)z + ¢

Uloha 5.3. K jejich polynomialnim radovankidm se piidala i Bubla, kdyz si piinesla
v8echny polynomy P(z) s redlnymi koeficienty a alespoii jednim redlnym kofenem, které
spliiujf

P(P(x)) = P(z)*"°
. Urcete v8echny Bubliny polynomy.

Reseni. 1. Feeni: Necht libovolny kofen polynomu (ze zadani n&jaky existuje) je r. Pak
pokud plati P(P(z)) = P(x)?16, pak také P(P(r)) = P(r)?16 neboli P(0) = 0. Takze
absolutni ¢len polynomu musi byt nulovy. Ozna¢me stupenn polynomu P(zx) jako n. Pak
stupeii polynomu P(P(x)) je zfejmé n?, zatimco stupeii polynomu P(x)?°16 je 2016n. Maji-
li se tyto dva polynomy rovnat, musi tedy platit n? = 2016n, coz ma dvé feSeni n; = 0
a no = 2016. V prvnim piipadé jde o konstantni polynom a jelikoz ze zadan{ méa byt
absolutni ¢len nulovy, zbyva jedind moznost P(z) = 0, ktera jak snadno ovéfime vyhovuje
zadani. V druhém pifpadé je polynom tvaru P(z) = ag12?°'% + - - - 4 apz®, kde k jsme
oznadili nejnizsi stupen z, ktery je nenulovy (tzn. ar # 0 a zatim 2016 < k < 1). Nyni se
zamé&fme na ¢leny nejnizitho stupné (nenulové) P(P(x)) a P(x)?°'6. Budou to ziejmé po
fadé cleny ax(apz®)* a (apa®)29'6. Dva polynomy jsou si rovny pravé, kdyz jsou si rovny
vSechny jejich ¢leny a to musi platit zejména pro ¢leny nejniz$iho stupné. Ziskdvame tak
Z+1$k2 = a2016x2016k. Ta ale plati jen pokud jsou shodné také stupné,
takze k? = 2016k a protoze k nenf nulové, k = 2016. Z rovnosti navic mame a291g = a3)1g,
coz opét diky tomu, ze vedouci ¢len je nenulovy dava aogig = 1. To znamend, Ze mame
jediné dalif fegeni a tim je P(z) = x2916.

2. FeSeni: Stejné jako v prvnim FeSeni ziskdme konstantni feseni P(z) = 0 a dale se
zabyvame nekonstantnimi polynomy. Kazdy nekonstantni polynom mé& na realnych d&is-
lech neomezeny defini¢ni obor, jinymi slovy nabyva nekone¢né mnoha riznych hodnot.
Provedeme-li tedy substituci P(z) = y, ziskime, ze P(y) = %?°'¢ plati pro nekone¢né
mnoho rtznych y. Uvédomime-li si, Ze polynom stupné n je ur¢en hodnotou v n + 1
riiznych bodech, dostavame, ze P(x) je totozné s 22016 alespoii v n+ 1 bodech (protoze ne-
kone¢no je vétsi nez n+ 1 at uz je n jakékoliv), a tedy musi piimo platit rovnost polynomi
P(z) = 2?2016 ¢im7 dostavame druhé fegeni.

rovnost polynomi a

Uloha 5.4. Nakonec dali v&ichni hlavy dohromady a p#isli s polynomem P(z) stupné n,
ktery spliuje

pro k=0,1,...,n. Jakd je hodnota P(n+ 1)7

Reseni. Uvazme polynom Q(z) = (z + 1)P(x) — z, ktery ma stupefi n + 1. Z rovnosti ze
zadani ihned vidime v8ech jeho n + 1 kofenti, tedy ¢isla 0, 1, ...,n. Polynom Q(x) je proto
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tvaru Q(z) = Kz(z —1)(z—2)...(z —n), kde K je n&jaka konstanta, kterou ted najdeme
dosazenim x = —1:

Q(-1)=(-14+1)P(-1)—(-1)=K(-1)(-1-1)...(-1—n)

1=K(-1D)""1)(2)...(n+1)
1
(n+1)!

Dosadime-li nakonec z = n + 1, dostavame hledanou hodnotu.

K = (-1)""!

Qn+1)=n+1+1)Pn+1)—(n+1) = (-1)"™ {(n+D(n+1-1).. (n+1-n)

(n+1)

(n+2)P(n+1) = (=1

I (n+ 1) +n+l

(n+2)P(n+1)=(-1)""4n+1

()" 4n+1

n+2
Pokud je n sudé, tak se vyraz zjednodusi na P(n + 1) = %5, v pfipadé lichého n vyjde
zase P(n+1) = 1.

Pn+1) =

Uloha 5.5. Kouma uz ma polynomy davno na haku, a tak se rad&ji vénoval tabulce 3 x 3.
Chtél ji vyplnit &sly 1 az 9 tak, aby soucet libovolnych dvou sousednich poli (sousedicich
pfes hranu) byl prvoéislo. Mohlo se mu to podafit?

Regeni. Dikaz sporem: Predpokladejme, Ze lze vyplnit tabulku 3x3 &isly 1 az 9 tak, ze
soucet kazdych dvou hranou sousedicich ¢isel je prvodéislo.

Nejmensi prvocislo, které nam miize vzniknout soué¢tem dvou rtiznych &isel od 1 do 9, je 3.
V8echny soucty tedy budou licha ¢&fsla, a proto s¢itance musi byt rtizné parity. Dale mame
k dispozici 4 sudé ¢isla a 5 lichych. Aby byla vedle sebe jen ¢&isla rizné parity, musi byt
licha ¢isla na obou diagondlach tabulky a sudé na zbyvajicich polich. Prostifedni pole, kde
je liché ¢islo, sousedi se ¢tyimi sudymi ¢&isly (tedy v8emi sudymi ¢isly mezi 1 a 9), které se
postupné od sebe lisf 0 2. Tedy i v sou¢tu s ¢islem na prostfedni pozici se budou soudty
ligit také o 2. Pro kazdé tii ¢isla takto jdouci po sobé jisté plati, Ze po déleni 3 davaji riizny
zbytek, tedy jedno z nich je délitelné 3, coZ je spor s piedpokladem. Tabulku tedy timto
zpusobem vyplnit nelze.

Uloha 5.6. Na lenoginském namésti tvaru trojahelniku ABC chtéli postavit novy chodnik.
Ten mél vést z bodu A po strané AB aZ k bodu X, pak pfimo k bodu Y na strané BC
a nakonec po této strané k bodu C. Navic mélo platit |AX| = |XY| = |YC|. Jak mohou
lenosinsti stavitelé zkonstruovat body X a Y, jestlize maji jen pravitko a kruZitko (ac¢
dostatecné velka).

Reseni. Myslenka feSeni je takova, Ze sestrojime trojuhelnik podobny (a stejnolehly se
stitedem C') trojuhelniku ABC|, kde budeme mit i setrojenou cestu, a pak pouze stejnoleh-
losti tuto cestu pfeneseme na ABC.

BUNO piedpokladejme, Ze |BC| < |AB].

1. k;k(B,|BC))
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2. [;1(A,|BC|)

3. D:D=1NAB

4. p;p[|AC,D € p

5. X3 X', F =pnk,|AX'| <= |AF| (chceme vybrat ten "levy"z priseiki)
H .

6. X:X = X'CNAB

7. m;ym(C,|AX])

8. Y:Y =mnBC

Z onoho podobného trojahelniku jsme sestolili pouze bod X'. Cely trojuhelnik bychom
dostali, kdybychom timto bodem vedli rovnobé&zku se stranou AB a nasli priseCiky se stra-
nami AC a BC. Zaroven bod Y’ se zobrazi pfesné na bod B (a C' jako st¥ed stejnolehlosti
na C). Diky tomu je vidét, ze |A'X'| = | X'Y'| = |C'Y].

Diskuse: ﬁlo}ﬂna nula aZ jedno feSeni. Pofebujeme, aby bod D lezel ve kruZnici k
(aby plopfimka X'C' protinala stranu AB). To nastane, pokud |AB| < 2|BC/|. Tehdy ma
tloha 1 feSeni, jinak nema Zadné.

Uloha 5.7. V Hloupéting zavedli novou socilni sit FejsBRK. Umoziovala obyvatelim
Hloupétina pridat si jiné obyvatele mezi své pratele. Takovéto pratelstvi bylo vzajemné.
Dokazte, ze v Hloupé&tiné je takovy clovék, Ze pramérny pocet piatel vSech jeho pfatel nent
mensi nez prumérny pocet pratel vSech obyvatel Hloupétina.

Regeni. Oznaéme M mnozinu viech obyvatel Hloupétina a vezméme funkei f: M — 2M .
kterd prifadi kazdému obyvateli mnoZinu jeho pratel. Mame dokéazat, Ze existuje ¢lovék
mg, pro kterého plati

e BSOS o SYTCO]

me f(mo) meM

Udeélejme drobnou apravu pro budouci vypoéty a miizeme se pustit do dikazu.

M) YT )] = [ fmo)l Y [ f(m).

me f(mo) meM
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Postupujme sporem. Piedpoklddejme, Ze pro kazdého obyvatele plati obracend nerovnost
a tyto rovnosti pies v8echny obyvatele se¢téme.

DM )< Y If(mo)l Y If(m)]

moeM me f(mo) moeM meM
ME Y > )< Yo Y I mo)llf(m)]
moEM me f(mo) moEM meM

Na levé strané se kazda hodnota |f(m)| objevi v souctu tolikréat, kolik ma m kamaradu -

£ (m)].
M| Y0 1)< Y Ifm) - Y 1f(m)]

meM meM meM

2
(441 > Ifm)P < (Z 1'|f(m)|)

meM meM

To ale odporuje zndmé Cauchy-Schwarzové nerovnosti. Tim je tvrzeni dokazéano.
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