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Reseni 6. série

B 7 OBRAZENT V PROSTORU (%

ULoHA 6.1. Dodnes se ten objekt snazim popsat. Byl stfedové soumérny, ale nebyl osové
soumérny ani rovinové soumeérny (rovinova soumeérnost je zrcadleni podle n&jaké roviny).

RESENi. Jestlize méa byt objekt stfedové soumérny, vyberme si bod S = [0, 0, 0] jako
stfed soumérnosti. Pfidejme ho do naseho télesa. Kdykoliv pfidame bod do naseho télesa,
musime pridat i bod stfedové soumérny s timto bodem. Zaroven budeme vybirat body
tak, abychom zakazali osovou i rovinovou soumérnost. Zvolme libovolny bod A = [1,0, 0]
a pridejme ho do naseho télesa (a tedy i bod A’ = [—1,0,0]). Té&leso je zfejmé osové
soumérné napiiklad podle osy prochézejici body A a A’. Pfidejme nyni body B = [1,1,0]
a B'=[-1,-1,0].

Ukazme, Ze jedina osa, podle které je toto téleso soumérné, je piimka prochézejici
pocatkem a kolma na rovinu p uréenou body A, A, B a B’ (tedy pfimka p : z = ¢,y =
0,z =0, t € R). Necht je osa obsazena v roviné p. Vidime, Ze v této roviné ttvar jisté neni
osové soumérny. Ziejmé tedy musi byt osa riznobézna s rovinou p. Aby ale mohla zobrazit
body na sebe, musi byt a rovinu p kolma.

Nyni vysvétleme, Ze jediné rovina, podle které je toto téleso soumérné, je rovina z = 0.
Stejné jako v predchozim pripad€, musi byt alesponi jeden bod samodruzny. Vidime, Ze
samodruznych bodd nemiize byt ani 1, ani 3, tedy musi byt samodruzné vSechny a tedy
jedina rovina, které je rovinou soumeérnosti, je z = 0.

Pridanim dalgich boda C' = [1,1,1] a ¢’ = [-1, -1, —1] jisté vidime, Ze pfimka p i
rovina p zobrazi bod C jinam, neZ na bod C’, tedy téleso slozené z bodt A, A’, B, B, C,
C’ neni osové ani rovinové soumérné.

ULoHA 6.2. S Agnes jsme se ocitli v prostoru nekoneénych moznosti. Byli jsme jako
dvé mouchy (body), které poletuji v prostoru diezu. Uprostfed diezu se nachazela svisla
primka ¢asoprostoru, pfipominajici vodu tekouci z kohoutku. Jak jen nalézt nejkratsi cestu
od jedné mouchy ke druhé mouse tak, aby cestou nabrala vodu (tj. aby cesta protinala
piimku)? DokaZte, Ze jste nasli nejkratsi.

RESENi. Pro zacatek si ozna¢ime mouchy A, B a proud vody jako p.

Oznacme si k kruZnici, kteréd lezi v roviné kolmé na p, jeji stied lezi na p a prochazi
bodem B.

Méme intuici, ze pro libovolny bod K, ktery lezi na kruznici k plati, Ze nejkratsi cesta
z bodu A pres piimku p do bodu K je stejné dlouhé jako nejkratsi cesta z bodu A pies p
do bodu B.

Oznacime si B’ bod, ktery lezi na kruznici k, v poloroviné opacné k poloroviné uréené
pfimkou p a bodem A. Takovy bod je ziejmé pravé jeden.

Nejkratsi vzdalenost z bodu A do bodu B’ je ziejmé tsecka AB’, ktera prochéazi i pfim-
kou p, takZe je to i nejkratsi cesta z bodu A pres pfimku p do bodu B’. Prisecik AB’ a p
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oznacime P.

Usnadnime si praci pomocnym tvrzenim:

Pro libovolny bod P’ lezici na piimce p a libovolné body K7, Ky lezici na kruznici k
plati, ze |P'K;| = |P'Ks|. Toto tvrzeni plati, jelikoz k lezi v roviné kolmé na p a stied
k lezi na primce p. Lze dokazat napf. z véty sus, kdyz uvdzime roviny uréené primkou p
a bodem K, pripadné Ko.

Budeme se snazit dokazat, Zze nejkratsi cesta z A pies p do B je spojené ze dvou usedek
AP a PB.

Pro spor predpokladejme, Ze existuje bod P’ € p, pro ktery plati, Ze cesta z A pres P’
do B je kratsi, nez |AP| + |PB|.

Pak ziejmé plati, ze |AP'|+|P'B| < |AP|+ |PB)| (jelikoz tGsecka je nejkratsi vzdalenost
mezi dvéma body). Podle pomocného tvrzeni, ale plati, ze |PB| = |PB’| a |P'B| = |P'B|.
Tedy plati, ze |AP'| + |P'B'| < |AP|+ |PB’|, tedy, Ze existuje kratsi cesta mezi body A a
B’, nez je po tusecce AB’ (plati P € AB'), coz je spor.

= Nejkratsi cesta mezi body A a B pres piimku p je spojeni tsecek AP a PB.

ULOHA 6.3. Potieboval jsem dokézat, Ze v prostoru neexistuje omezeny objekt (tj. ze
neexistuje krabice, do které se objekt cely vleze), ktery by byl stfedové soumérny, osové
soumérny, ale ne rovinové soumérny (1 bod). Musel jsem tedy popsat neomezeny objekt,
ktery tyto soumérnosti splituje (3 body).

RESENI. Ve svém feSeni budu pro jednoduchost zaméiovat nazvy bodit (piimek) a jim
piislusnych stfedovych (osovych) symetrii.

Predpokladejme, Ze existuje osové i stfedové symetrickd mnozina bodu M, ktera lze
ohranic¢it. UkadZeme, Ze pak nutné musi byt i rovinové soumérna. Zvolme néktery bod,
podle kterého je mnozina stfedové soumérna a nazvéme ho S, stejné tak nékterou z os
nazvéme O. Mohou nastat dva p¥ipady.

S € O: Pak ukazeme, ze M je symetricka podle roviny prochézejici S a kolma na O.
Zvolme libovolny bod P; patfici do M. Zifejmé v M existuje jeho obraz P» ve stfedové
symetrii S, a proto v M také existuje obraz bodu P, bod Ps;. Nyni stac¢i dokazat, ze Ps
je také obrazem P; v rovinové symetrii podle roviny kolmé na O a prochéazejici S. Kolmy
pramét této roviny do roviny P; P» P5 je piimka R. Staci tedy ukézat, ze Ps je obrazem Pj
v osové symetrii podle R. Trojuhelniky AS P, a Pp1Ps jsou ziejmé podobné s koeficientem
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2. Protoze navic R je kolmé na O musi byt také R kolmé na P Ps;. Dale | P, P3| = 2|SA|, a
proto R puli tisecku Py P3. Dohromady je tedy R osou tsecky P P3, coz jsme chtéli ukazat.

0
Pix.,
....... S R
o —n ;.(..: ................
de ................... 3 ';Z{...............'ax P2

S ¢ O: Mnozina M je symetrickd podle osy O. Pokud M zobrazim podle S ziskdm
mnozinu M’, ktera je také osové symetricka, ale tentokrat podle osy O, ktera je obrazem
osy O v S. Ovsem protoze M je také symetricka podle S vime, ze M = M’. Proto M je
symetrické podle osy O i podle osy O'. Podobné lze ukazat, ze M je stfedové symetricka
nejen podle stfedu S, ale také podle stiedu S’, ktery je obrazem body S v O’. Iterovanim
tohoto procesu ziskame libovolné dlouhou posloupnost os a stfedd symetrii mnoziny M.
Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze |SS’| = 1. Pak pro libovolnou vzdalenost n
muzeme zvolit S s n ¢arkami. Tento bod se bude nachazet ve vzdalenosti n od S, a tedy i
v M budou dva body se vzdalenosti aspon n. To je ovS8em spor s ohrani¢enosti mnoziny, a
proto neexistuje ohrani¢end mnozina, jejiz stfed soumérnosti nelezi na jeji ose soumérnosti.

Zkonstruujme nyni neohrani¢enou mnozinu M, které je osové i stfedové soumérna, ale
neni rovinové soumérna. Necht je tedy M mnozina bodu P; pro vSechna i € Z\ 0, kde
soufadnice bodu P;[z,y, z| jsou zadany takto:

x = 2i —sgn(i)

li]

y=(-1tz!
z=sgn(i) - (~1)’
Tato mnozina je osové soumérné podle souradnicové osy y (tedy pimka spliiujici rovnice
x=2=0). V této symetrii je obrazem kazdého bodu P; bod P_;, protoZe:
Pi(x) = 2i — sgn(i) = (~1)(2(~i) — sgn(~1)) = —Pi(x)

[=i]

Py) = (-1 = (—1)L5Y = PLy(y)
Py(2) = sgn(i) - (—1) = (=1)(—sgn(i) - (—=1)" = (~1)(sgn(—i) - (~1){ = i) = —P_;(2)

Navic je mnozina M také stiedové soumérna podle stfedu S[1,0,0]. Zde P» a P; se zobrazi
na sebe navzajem a pro vSechny ostatni body P; je jejich obrazem bod P_; o4en ;). Pomoci
podobnych tprav jako vySe, nebo pfimo z obrazku vyplyva platnost tohoto tvrzeni.
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Nyni jen staci dokazat, ze mnozina skutecné neni rovinové soumeérné. Pro spor pred-
pokladejme, ze M rovinové soumérna je. Je vidét, ze vSechny body mnoziny M lze uzaviit
do nekoneéné vysokého valce V. Necht R je rovina symetrie mnoziny M. Mohou nastat 2
moznosti: R neni rovnobézné s Zddnou rovinou soumeérnosti valce V. Pak obraz mnoziny M
lezi v obrazu valce R. Zaroven protoze M je symetricka podle R, je M piimo rovno obrazu
M v symetrii R. Proto M musi lezet v priniku vélce V' a obrazu V symetrii R. Jelikoz R
neni rovnobézné s nékterou rovinou symetrie valce V', je prinik V a jeho obrazu v R ohra-
ni¢ena mnozina. Proto i M je ohrani¢end mnozina, ale z definice M vidime, Ze ohranic¢ena
neni. Tedy dosli jsme ke sporu. R je rovnobézné s nékterou rovinou soumérnosti V. Pak R
je rovina rovnobézné se souradnicovou osou x, nebo rovina rovnobézna zéroven s osami y a
z. Jelikoz v M existuje pro kazdé v € R nejvyse jeden bod se soutadnici x rovnou v, miize
byt R rovnobézné s osou x pouze pokud by se vSechny body podle R zobrazily na sebe,
tedy vSechny body by lezely ve stejné roviné. To ovSem neplati. Proto pfedpokladejme,
ze rovina R je kolmé na soufadnicovou osu z. Z prvnfho obrazku lze vycist, ze pokud je
R rovinou soumérnosti M, musi R prochézet pravé mezi nékterymi dvéma body P; Pjyi.
Z druhého obrazku ovSem vyplyva, Ze rovina musi prochézet nékterym bodem P;. Proto
takova rovina R nemuze existovat.

ULoHA 6.4. Hledame zobrazeni klasického 3D prostoru f : E3 — E3 (libovolny bod
prostoru zobrazi na n&jaky bod prostoru) takové, ze pro viechny body A, B € E3 plati:

o |[Af(A)]=1,

e Af(A) | Bf(B)< B¢ Af(Ai.

RESENi. Z podminek plyne, Ze je prostor rozdéleny do primek, které jsou po dvou mi-
mobé&zné. Toto vSak dokazovat nemusime, nebot se po nas chce pouze najit jedno takové
zobrazeni a pro néj ukdzat podminky, ¢ili druha implikace.

Mé&jme v prostoru libovolnou rovinu p (napf¥. vodorovnou) a v ni po¢atek P. V roviné
p pak zvolme bod A a ozna¢me p(A) piimku Af(A). Déle oznaéme ¢(A) uhel, ktery svira
p(A) s normalou n,, ¢ili s kolmici (svislici) na p prochazejici A. Pro naSe tcely zavedme,
7e piimka p(A) je vzdy kolméa na spojnici AP (nemusi v8ak byt nutné kolma na rovinu p)
a ze ¢(A) = arctan |AP| (viz obrazek - pfimky se tim vic ,pokladaji“, ¢im jsou dale od
stiedu).
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Uvazme libovolnou kruznici k C p se stfedem v po¢atku a ozna¢me hyperboloid h(k) =
Uaer P(A), cili sjednoceni viech p(A), kde A € k. Body na k maji stejnou vzdalenost od
pocatku, takze budou mit i stejny thel ¢(A). Takovéto piimky vytvoii jednodilny rota¢ni
hyperboloid. (Neni dulezity k feSeni tlohy, ale vzdyt se na néj podivejte, nesmi tu chybét)

Nyni jen zbyva ukéazat, Ze jsou vSechny piimky p(A), A € p mimobéiné, ¢ili nejsou
rovnobé&zné a nemaji spole¢ny bod. Kdyby byly p(A), p(B) rovnobézné, tak ¢p(A) = ¢(B),
tzn. |PA| = |PB]|. Jenze pak jsou to pfimky v né&jakém hyperboloidu a tam rovnobézky
nenajdeme (viz obrazek).

To, 7Ze nemaji prisecik, ukazme sporem. Uvazme A, B € p tak, Ze bod B je dal od
pocatku, nez A. (Kdyby byly body stejné daleko od poc¢atku, jejich piimky se neprotnou.)
Prusec¢ik ozna¢me H a jeho kolmy primét na p H'. Z AP < BP plyne AH' > BH'
(PABH'’ lezi na Thaletové kruznici) a proto taky ¢(A) = |[<H'AH| < |<H'BH| = ¢(B),
coz je spor, nebot funkce arctan je rostouci, takZze musi nastat ¢(A) > ¢(B).
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ULoHA 6.A. Donatella méla v krabici fasenky s riznymi faktory prodluZovani. Byla to
podmnozina racionalnich ¢isel, ve které lezi pfirozené ¢isla 1 az 9 a navic v ni s libovolnymi
dvéma jejimi prvky (ne nutné riznymi) lezi i jejich podil. Rozhodnéte, zda v této mnoziné

v v

lezi ¢islo 1000000, resp. fasenka s timto faktorem prodluzovani.

RESENi. V krabicce Fasenek se opravdu nachazi fasenka s faktorem 1000000. Dokazat to

lze tak, ze ukdzeme, Ze ¢islo 1000000 lze ziskat jako podil nékterych jinych ¢isel, ktera se v

mnoZziné znézornéné krabickou fasenek nachézi. Pokud bychom dokézali, Ze je v mnoZziné

¢islo %0, pak bychom ukazali, Ze v mnoziné je i kazdé ¢islo, které lze ziskat postupnym

délenim ¢islem %, tedy i (%ﬁ, ¢ili 10", kde nas v naSem piipadé zajima n = 6. A jelikoz

jsou v mnoziné ze zadéni urcité ¢isla 1 a 2, miizeme ziskat %, a tedy také % = 10, z ¢ehoz
2

snadno odvodime, Ze v mnoziné bude i ¢islo 1—10.

ULoHA 6.B. Mgl jsem pred sebou &iselny zamek. Ml jsem uvazovat viechny ¢iselné kody
slozené z n cifer 0 — 9 (muzou zacinat i nulou) a ke kazdému si napsat jeho ciferny soucet.
Hadanka spocivala v otézce, ktery ciferny soucet jsem napsal nejvicekrat.

RESENI. Necht n je pFirozené. Je zFejmé, ze pak mozné ciferné soucty kodu délky n jsou 0
az 9n (ty odpovidaji kodum sloZenym jen z nul respektive devitek). MiZeme tedy sestrojit
posloupnost {ai}?go, kde ¢len a; vyjadiuje pocet n-cifernych kodu s cifernym souctem i.

Rekneme, Ze posloupnost je symetrickd, pokud pro kazdé ¢ plati a; = ag,—;. Ukazme,
ze pro kazdé n € N je pislusna posloupnost symetrickd a neklesajici na intervalu [0, | %2 |].
Toto tvrzeni dokdZeme matematickou indukei.

Ziejmé pro kédy délky 1 je posloupnost poc¢tu cifernych souctt konstantni a kazdy jeji
¢len je roven 1 (protoze kazdy ciferny soucet s odpovida pravé kodu s). Proto posloupnost
je symetrickd a na intervalu [0, 4] konstantni, tedy i neklesajici.

Déle predpokladejme, Ze pro ndjaké n tvrzeni plati, tedy piislusna posloupnost {a;}9,
je symetricka a neklesajici na |0, %] Kazdy (n+ 1)-ciferny kod k muzeme rozdélit na jeho
prvni cifru ¢ a zbyly n-ciferny kod k’. Pokud k& ma ciferny soucet s, pak k' ma ciferny
souCet s — c¢. Dodefinujme prvky a; pro zaporné i a i vétsi nez 9n jako a; = 0. Lze si
jednoduse rozmyslet, ze takto dodefinovana posloupnost je opét symetricka. Pak pocet
(n + 1)-cifernych kodi s cifernym souctem s muZeme spocitat jako Zgzo as—c, kde {a;}
je posloupnost pro kody délky n. Posloupnost {b;} pro kody délky n + 1 miZzeme tedy
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definovat takto:

9
bs = Z As—c

c=0

Dokazme, ze {b;} je symetricka (ale pro délku 9(n + 1)). Plati by = Zgzo Us—c =

22:0 Agn—(s—c) = 22:0 (9n—s+c- Protoze ovsem c iterujeme od 0 do 9 plati 22:0 A9n—stc =
22:0 A9n—s+c = Zgzo A9(n+1)—s—c — b9(n+1)—5'

Déle vime, Ze kazdé dva po sobé jdouci ¢leny posloupnosti {b} jsou kazdy souctem
deseti ¢lenti posloupnosti {a}. Navic tyto dvé desetice se lisi jen v prvnim, respektive
poslednim ¢lenu. ProtoZe je navic posloupnost {a} neklesajici na prvni poloviné intervalu
[0,9n] a symetrické, pak je také ¢len, ktery se nachazi v druhé desetici je vétsi, nez ¢len
ktery se nachazi v prvni desetici. Proto i vysledny druhy soucet je vétsi nez soucet prvni.
Protoze pro kazdé dva po sobé jdouci prvky z prvni poloviny [0,9(n+ 1)] plati, Ze druhy je
vetsi nez prvni, plati také, Ze cela posloupnost {b} je rostouci na prvni poloviné intervalu
[0,9(n + 1)].

Dokézali jsme, Ze pro kazdé n je posloupnost poc¢tu vyskytt jednotlivych cifernych
souctl symetrické a neklesajici na prvni poloviné cifernych souctii. Proto nejvétsi prvek této
posloupnosti se nachézi uprostied. Tedy jedna se o ¢len s indexem L%”J a proto nejcastéjsim
cifernym souctem je | %¢].

ULoHA 6.C. O tsecce AB fekneme, 7e je UZASNA, pokud na Thaletové kruznici nad
AB existuje bod C spliujici, ze délky |AC| a |BC| jsou celoéiselné. O &tverci Fekneme,
Ze je UZASNY, pokud jeho obsah je celo¢iselny a dokonce sudy. Akrobatka chtéla, abych
dokazal, ze UZASNY &tverec ma UZASNOU stranu prave tehdy, kdyz ma UZASNOU
thlopricku.

RESENi. Nejprve si dokdzeme lemma, které jste viichni pouzivali: Usecka AB je izasnd
prdavé tehdy, kdy? rovnice |AB|? = 22 + y? md Teseni v 7.

Dikaz:

,=": Jestlize je AB uzasné, tak na Thaletové kruznici existuje bod C takovy, ze |BC|,|AC| €
Z. Pokud C € {B, A}, tak |BC| = 0 nebo |AC| = 0 a druh4 z tse¢ek méa délku |AB|, proto
|AB| € Z a rovnice |[AB|?> = 2? + y? ma celodiselné feseni * = |AB|,y = 0. Pokud
|AC| # 0 ani |BC| # 0, tak body A, B,C tvofi pravouhly trojuhelnik s pravym thlem
u vrcholu O, takZe v ném plati Pythagorova véta a rovnice |AB|? = 22 + y? ma feSeni
x=|BC|eZ,y=|AC| € Z.

,<=": Pfedpoklddejme nejprve, ze ma rovnice |AB|? = 22 + y? celo¢iselné fegeni, pro které
plati, ze zy # 0 a uvazme trojihelnik ABC o stranach |AB|, z, y. Pak se (podle Py-
thagorovy véty) jedna o pravouhly trojuahelnik, a proto bod C' lezi na Thaletové kruznici
nad AB a useCka AB je tzasna. Nyni rozeberme, druhy pfipad, kdy rovnice ma pouze
takova TeSeni, pro ktera plati, Zze x nebo y je 0 — bez Gjmy na obecnosti, necht je to z. Pak
|AB|? = y2, coz nam dava |AB| = |y| € Z. A tedy pokud zvolime C = A, tak C le#{ na
Thaletové kruznici nad AB a |CB| i |CA| jsou cela ¢isla a lemma je dokdzano a muZzeme
se presunout k samotnému piikladu.

Necht ABCD je tzasny Ctverec, ozna¢me jeho stranu a. JelikoZ je uzasny, tak plati, Ze
a®? = 2k, kde k je né&jaké celé &islo. Diky lemmatu miizeme zadani ekvivalentné pieformulo-
vat takto: Necht k je pevné dané nezaporné celé éislo, ukazte, Ze rovnice 2k = x2 4+ y? ma
celociselné fegeni pravé tehdy, kdy# rovnice 4k = 22 + y? ma celociselné feseni (zde jsme
vyuzili toho, ze thlopiicka v ABC'D ma délku v/2a).
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Dikaz:
,=: Oznaéme (m,n) libovolné feseni rovnice 2k = 22 + 2, pak plati:

4k =2 (m* + n?) = m*+n’+m*+n® = (m® + n® + 2mn)+(—=2mn + m? + n?) = (m+n)*+(m-n)*.

A tedy rovnice 4k = 22 + y? ma fefeni (z,y) = (m +n,m —n).
,<“: Ozna¢me (m,n) libovolné feseni rovnice 4k = 2% + y2, pak plati, Ze m i n musi byt
sudéa ¢isla — pokud by obé byla licha, tak na pravé strané budeme mit vyraz, ktery dava
zbytek dva po vydéleni ¢tyfmi, pokud by bylo pravé jedno liché, tak na pravé strané mame
dokonce lichy vyraz, coz v obou pfipadech dava spor s tim, Ze leva strana je délitelna
Ctyfmi. To znamena, ze m = 2¢, n = 2d pro néjaka cela ¢, d. Nyni dostavime:

2k =

(m?+n?) = - (4¢® + 4d*) = 2¢° + 2d* = (c+ d)* + (c — d)*.

1
2

N =

7 ¢ehoz vyplyva, ze rovnice 2k = z* + y? ma fesenf (z,y) = (¢ +d,c — d) = (752, 5%)
a tvrzeni tlohy je dokazano.

ULoHA 6.D. Necht a, b, ¢ jsou strany trojihelnika, «, 3, v jsou thly u vrcholi v tomto
trojihelniku. Ukazte, Ze
a2 b2 2

e + Sca —I-%“b > cosa + cos 5+ cos .

RESENI. Nerovnost je mozné ukazat mnoha zptisoby, z nichz zddny neni uplné snadny.
o P v, . . ~ . _ b2+c2—a2 S v % 2 v
Klicové je pouzit vztah dany kosinovou vétou: cos v = *—5,—%. Stru¢né bych rad naznacil

nékolik moznosti feSeni, které jste pouzili:

1. z AG-nerovnosti mame, Ze leva strana je vétsi nebo rovna %, a lze dokazovat, Ze %
jsou v&tsi nebo rovny nez prava strana (takhle mé celd ta nerovnost vlastné napadla,
dékuji Edwardovi Youngovi za krasny dikaz druhé nerovnosti, ktery jsem neznal),

2. pouziti Muirheadovy nerovnosti (pouzil Zdenék Pezlar),
3. uctvercovani (pouzily sestry Fojtovy).

Autorské FeSeni je pomoci permutacni nerovnosti. Nerovnost je symetricka, tj. BUNO
muzeme Fict a > b > ¢. Potom i > L > ﬁ. Pak ndm permuta¢ni nerovnost da dva

ac —
néasledujici odhady:

@R R 2
bc ac ab " bc ac ab’
a? v 2 2 a2 b2

>
be ac ab ~ bc ac ab

No a nyn{ jednoduse se¢teme, vydélime dvéma, odeCteme polovinu levé strany, dosadime
pomoci kosinové véty a jsme hotovi.
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