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RESENT 3. SERIE

TEORIE GRAFU

ULoHA 3.1. Necht G je souvisly graf s 2023 vrcholy. Vime, Ze ma alespon jeden bod
artikulace a kazdy vrchol kromé tohoto bodu ma stupen 2. Urcete maximalni pocet hran
grafu G.

RESENf. Mame-li najit néjaké maximalni feseni, tak by se nas postup mél skladat ze dvou
krokt - dokazat, ze zadné vétsi neexistuje a zaroven ukazat, Ze naseho maximalniho jde
dosahnout.

Vsechny vrcholy az na jeden maji stupen 2. Vime, Ze pocet hran je roven souctu
stupntt vSech vrchold vydéleného dvéma (bud je to ve studijnaku nebo l1ze udélat jed-
noduchy myslenkovy diikaz). Stupen zbyvajiciho vrcholu je maximalné 2022 (hrany po-
vedou do vsech zbyvajicich vrcholt). Pocet hran grafu je tedy shora omezen s pomoci
pfedchoziho vzorce jako $(2-2022 +2022) = 6066 = 3033.

Nyni sestrojime takové reSeni, které bude mit pravé 3033 hran a alespon jeden bod
artikulace. Takovym by mohl byt tieba graf

Bod uprostted pak je zfejmé bodem artikulace, zbylé body nejsou body artikulace.
Diky lichému poctu bodu je tato konstrukce korektni.

ULOHA 3.2. Rozhodnéte a dokazte, zda existuje souvisly graf G, ktery obsahuje:
a) pravé dva body artikulace, pravé tfi mosty a pravé jednu kruznici,

b) pravé tfi body artikulace, pravé dva mosty a pravé jednu kruznici.

RESEN{. V casti a) postaci ukazat vyhovujici feSeni. Cervené jsou artikula¢ni body a
mosty.
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V casti b) ukazeme, Ze takovy graf neexistuje. Nejprve si vSimneme, Ze kazda hrana,
ktera neni soucasti (zadného) cyklu, je mostem. To lze dokazat napf. sporem: Uvazujme
hranu mezi vrcholy A a B, ktera neni soucasti cyklu a neni mostem. Pak po jejim odstra-
néni existuje néjaka jina cesta mezi vrcholy A a B. Tato cesta vSak predtim spolu s odstra-
nénou hranou musela tvorit cyklus, coz je spor. Nyni vime, Ze nas hledany graf musi mit
cyklus a dvé hrany mimo néj. Tyto dvé hrany podminuji existenci pravé dvou vrchola
mimo cyklus. Uvazujme nyni cyklus (libovolné délky), na ktery budeme postupné napo-
jovat hrany spolu s vrcholy. Prvni vrchol mtzeme pripojit k libovolnému vrcholu cyklu.
U druhého pak mame tfi moZnosti, jak jej napojit, ani jedna vsak nesplni zadani. Graf
tedy neexistuje.

Podrobnéjsi komentai k obrazku: Cerné je "zékladni"¢ast grafu, tzn. cyklus a jeden
vrchol. Modfe pak jsou tfi moznosti, jak napojit posledni vrchol (moznosti je samoziejmé
nekonecné mnoho, ale vSechny jsou ekvivalentni s témito tfemi).

ULOHA 3.3. Rozhodnéte, zda existuje 4-souvisly graf G, jehoz hranové chromatické ¢islo
je 3.

RESENE. Dokazeme, zZe takovy graf neexistuje. Pfedpokladejme pro spor, Ze ano. Nas
graf je 4-souvisly. Uvazme libivolny jeho vrchol X. Dokazu, ze ma stupen alespon 4.
Kdyby mél stupent mensi neZ 4 (mél by maximalné 3 sousedy), potom bych mohl odebrat
vsechny tyto sousedy. Vysledny graf urcité bud nebude souvisly, protoze vrchol X nema
zadného souseda, nebo se mlze stat, Ze nam zbyde pouze vrchol X. V obou pripadech do-
jdeme k tomu, Ze graf by nebyl 4-souvisly. Tedy X ma stupen alespori 4. Dle Dirichletova
principu nemohu obarvit 4 hrany tfemi riznymi barvami tak, aby kazdé dvé hrany mély
raznou barvu. Tedy takovy graf nejsem schopen spravné hranové obarvit a dostavame
spor s tim, Ze je nas graf ma hranové chromatické ¢islo 3.
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ULOHA 3.4. Kolem ohné stoji dokola indiani a kovbojové. Dokazte, zZe pro kazdé k > 1
existuje posloupnost 2K7! kovbojti a 257! indiant, tedy celkem posloupnost délky 2 tak,
Ze v ni zadné dvé k-tice po sobé jdoucich postav nejsou stejné. Protoze stoji v kruhu, sa-
mozriejmé prvni a posledni ¢len posloupnosti spolu sousedi. Na obrazku vidime feSeni
prok = 2 a k = 3. Napfiklad na druhém obrazku mame postupné k-tice: I11,11K,IKI,KIK,
IKK,KKK,KKI,KII. Coz jsou vSechny mozné rizné trojice slozené z kovboji a indiant.

(Napovéda: Zkuste na feSeni pouzit Eulerovsky tah vhodnym grafem, ktery bude re-
prezentovat nas problém)

I K
I I I

%e$eNt. Celkem existuje 2F riiznych k-tic po sobé jdoucich ¢isel, protoze na kazdém z k
mist k-tice mame dvé moznosti: indian nebo kovboj. Vzhledem k tomu, Ze v kruhu mame
celkem 2K mist, znamena to, ze tam bude kazda k-tice pravé jednou.

Vezméme si nyni orientovany graf (G, E), kde vrcholy budou (k — 1)-tice a z vrcholu
u vede hrana do v pouze pokud jsme schopni z (k — 1)-tice u vytvofrit (k —1)-tici v tim,
ze oddélame prvni pozici a misto toho pfidame na konec kovboje nebo indiana. Tedy
napfikla pokud k = 4, pak mezi vrcholy IKK a KKK vede hrana KKK->KK (oddélame
prvni pozici)-> KKI (pfidame indiana). Nicméné mezi KKK a KIK hrana nevede. Dobré je
si povSimnout, Ze vede hrana z KKK do KKK. Dale tim, jak jsme zavedly hrany, z kazdého
vrcholu povedou pravé dvé hrany a stejné tak do ného povedou pravé dvé hrany. Protoze
kazdou (k — 1)-tici miZeme timto zplisobem vytvofit pravé dvéma zptsoby a vytvorit z
ni novou pravé dvéma zpusoby.

Kazda hrana ndm nyni reprezentuje pravé jednu k-tici. V kazdé k-tici prvnich k -1
Cisel a poslednich (k — 1) cisel presné splnuji pozadavky na hranu. A zaroven k-tice je
jednoznac¢né urcena svymi prvnimi a poslednimi (k — 1). Tedy je toto urceni skutecné
jednoznacné. Na obrazku mtzeme vidét variantu pro k = 3:
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Tento graf je eulerovsky, protoze do kazdého vrcholu vedou a z kazdého vrcholu ve-
dou dvé hrany. MiZeme vytvofit eulerovky tah pres vsechny hrany. A tento tah nam zada
dany zasedaci poradek kolem ohné. Protoze po sobé jdouci hrany jsou k-tice takové, ze
jedna vznikla z druhé oddélanim prvni pozice a pridanim na konec.

Me]me tabulku 3 x 9 tvofenou ¢tverci, kde prostfedni 3 ¢tverce 2. radku jsou

B%T 1@% tu]1 ). Urcete a dokazte, kolika zptisoby mtizeme vyplnit vSechna zbyva-

jici pblackig@llky, jestlize méme k dispozici 1 tetromino 1 x 4 a libovolny pocet ostatnich
tetromin. Tetromina mtzeme libovolné otacet i zrcadlové prevracet.

RESENT. K dispozici mame jedno I-tetromino a neomezeny pocet ostatnich. Za¢neme
tedy takovymi vyplnéni tabulky, kde toto jedno tetromino pouzijeme. Prvné se zamys-
lime, kde se miize I-tetromino objevit. Zfejmé to je jen v prvnim a tfetim fadku a vzhle-
dem k tomu, Ze tabulka se osové soumérna podle vodorovné i svislé osy prochazjici stre-
dem, staci brat v tvahu pouze moznosti, kde je I-tetromino v prvnim fadku blize k le-
vému okraji a poté vysedny pocet vynasobit ¢tyfmi.

Prvni moZnost je, Ze I-tetromino bude hned v rohu tabulky. Nejvétsi problém nam nyni
bude délat policko uprostied pod Nicotou. Na toto policko dosahne pouze tetromino,
které ma tfi policka v radku a protoze I-tetromino uz nemame k dispozici, zbyva nam
uz jen L-tetromino (v obrazku modre), které bude zfejmé natocené doleva, protoze ji-
nak by nam rozdélilo tabulku na ¢asti, jejichz pocet ¢tvereckd neni délitelny ¢tifmi a to
bychom uz nezvladli vyplnit. Stejny problém nastava s polickem uprostied nad Nicotou,
kam analogicky dame (zelené) L-tetromino. Timto nam vznikl opét ten samy problém
-tentokrat v pravo dole pod Nicotou - a musime opét doplnit (zZluté) L-tetromino. Zbyly
nam tedy dvé Ctverice Ctvereckll, které muazeme vyplnit uz jen jednim zptisobem. Pro
tuto moznost je tedy jen jeden zptsob, jak tabulku vyplnit.

Druhé moznost je, Ze I-tetromino bude zac¢inat na druhém policku od okraje tabulky. Stej-
nou uvahou jako minule zaplnime poli¢ko uprostfed po Nicotou (modrym) L-tetrominem,
které bude tentokrat nato¢ené doprava (kvtli délitelnosti ¢tyfmi). Policko nahofe nad Ni-
cotou opét ze stejného diivodu zaplnime (zelenym) L-tetrominem a prava strana ma uz
jen jednu mozZnost na doplnéni. Nyni se podivame na levou stranu. Prvni sloupec (ru-
Zovy) jisté nebude pokryvat stejné tetromino jako to, které bude pokryvat policko hned
pod Nicotou. (U prvnich dvou radkd je to proto, Ze jsou od sebe moc daleko a u tfetiho
radku by se muselo jednat o I-tetromino). RGzové tetromino ma tedy dvé moznosti, jak
muze vypadat: bud to bude T-tetromino, nebo to bude L-tetromino. Podle toho uz jed-
noduse doplnime zluté tetromino. Pro tuto moznost jsou tedy dva zptisoby, jak tabulku
vyplnit.

Tfeti moznost je, Ze I-tetromino bude zacinat na tfetim policku od okraje tabulky. V
tomto pripadé vsak mame problém hned u umisténi prvniho kousku. Opét bychom chtéli
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umistit L-tetromino tak, aby pokryvalo ¢tverecek uprostfed pod Nicotou, ale pfi obou
otoceni nam tento dilek rozdéli tabulku na casti, jejichz pocet ¢tvereckd neni délitelny
¢tyfmi. Pro tuto moznost tedy neexistuje zadny zptisob, jak tabulku vyplnit.

Nasli jsme tfi zptsoby, jak tabulku vyplnit, a po vynasobeni ¢tyfmi kvili symetriim tedy
dostavame 12 zplsobi, jak tabulku vyplnit za pomoci I-tetromina.

Zbyva nam tedy vyfesit kolika zplsoby to lze vyplnit bez pouziti I-tetromina. Ziejmé
policka uprostied pod a nad Nicotou mohou byt pokryta pouze L-tetrominy. Mame dva
zpusoby jejich natoceni (vrchni do prava a spodni do leva a naopak). Nyni mame jedno
policko nad Nicotou a jedno pod Nicotou, na ktera (bez pouziti I-tetromina) mohou do-
sahnout pouze (zelend) L-tetromina a vyzbily nam opét dveé ctverice, které Ize zaplnit jen
jednim zplhsobem. Bez pouziti I-tetromina tedy mame dvé moznosti, jak tabulku vyplnit.

Celkem tedy dostavame 12 + 2 = 14 moznosti, jak tabulku vyplnit podle zadani.

ULoHA 3.B. Urcete, pro které konvexni mnohouthelniky @ plati, Ze existuje kruznice k jim
vepsana takova, zZe se dotyka @ pravé ve stfedech vsech stran.

RESEN{. Pokusime se dokazat, Ze zadani splnuji pouze pravidelné n-uhelniky. Nejprve
ukazeme, Ze to pro libovolny pravidelny n-uhelnik plati a poté, Ze to pro zadny dalsi
n-uhelnik neplati.

Dany pravidelny n-thelnik si rozdélime na n rovnoramennych trojuhelnika se za-
kladnami splyvajicimi se stranami n-thelniku a spole¢nym vrcholem S. Kazdému pra-
videlnému n-thelniku Ize zfejmé vepsat kruznici se sttedem S a polomérem o velikosti
vysky libovolného z trojuhelnikd. Strany n-tthelniku jsou te¢ny této kruznice. Vime, ze
obecné se tecna t kruznice k se sttedem S dotyka v bodé T tak, ze ST }f t. Vzhledem k
tomu, ze v rovnoramenném trojuhelniku splyva vyska a téznice, mtizeme ihned fici, ze
v naSem pripadé budou body dotyku vSech stran n-tthelniku se stranou kruznice paty
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vysek danych trojuhelnika a tedy bude bod doteku vzdy stied dané strany. Tim jsme
dokazali prvni cast.

Druhou c¢ast budeme dokazovat sporem. Budeme predpokladat, Ze vychozi tvrzeni
plati pro néjaky n-uhelnik, ktery neni pravidelny. Dale pfedpokladejme, Ze tomuto obec-
nému n-thelniku Ize vepsat kruznici. Pokud by tomu tak nebylo, je dikaz trivialni.
Oznacme stfed kruznice vepsané S a body doteku po sméru hodinovych rucic¢ek T; ... T,,.
Dale ozna¢me opét po sméru hodinovych rucic¢ek vrcholy n-thelniku A;... A, tak, aby
A1,A;, Ty lezely na spolecné strané n-tthelniku. Pro libovolny lichy index j bude platit
<ST;A; = 90°. Zaroven jisté ze zadani |A;T;| = |TjAj1| a |A;S| = |Aj;1 S| Trojahelniky
A;ST;, TjSAj;1 jsou tak podle véty SuS shodné. Obdobné napiiklad pomoci véty Ssu do-
kazeme shodnost trojahelniktt A;,1STj, A;;1STj;1. Ty maji totiz spole¢nou stranu, Ghly
pti bodech dotyku pravé a |A; 1 Tj| = |Aj,1Tj;1], protoze jsou to lasti teCen vedené ze
spole¢ného bodu.

Ukazali jsme tak, Ze dany n-thelnik musi mit vSechny strany stejné dlouhé, protoze
|A;T;| = |TjAjs1l a |Aj11 Tivq| = |TjAj 1] a ze shodnosti trojuhelniki také, Ze ma vsechny
vnitfni thly stejné velké. Toto jsou ovsem postacujici podminky pro pravidleny n-thelnik.
Dosli jsme tak ke sporu, jelikoz jsme predpokladali, Ze nas n-thelnik pravidelny neni.
MiZzeme tedy fici, Ze Zddny n-thelnik, ktery neni pravidelny nemtize splriovat podminky
ze zadani.

Pouze pravidelné n-thelniky spliuji podminky ze zadani.

ULoHA 3.c. Nouma si vzal krychli a naz. Krychli rozfizl na dvé ¢asti rovinnym fezem.
Poté spocital pocet vrchold obou ¢asti, které mu vznikly, a tato cisla secetl. Jaké nejvétsi
Cislo takto mohl ziskat? Dokazte, Ze je nejvétsi.

RESENT.

Prinik krychle a roviny je n—ahelnik, pficemz strany n—ahelnika jsou
prunikem stén krychle s rovinou a vrcholy n—thelniku jsou pranikem .
roviny a hran (popf. vrcholl) krychle. Krychle ma 6 stén, proto 1ze se-
strojit nejvyse 6—thelnik a to napriklad fezem prochazejicim 6ti stredy
hran krychle. Vzniklé dva atvary maji v souctu 20 vrchold (2 -6 ze
vzniklého 6—thelniku + 8 vrchold ptivodni krychle).

ULoHA 3.0. Naleznéte vSechny spojité funkce f : R — R s vlastnosti f (% + %) = ﬁ + ﬁ
pro vsechna nenulova realna a, b. Napovéda: Nepracujte s definici spojité funkce. Pouzijte

nasledujici pojmy:

* Husta podmnozZina realnych ¢isel H C R ma tu vlastnost, Ze pro libovolné realné
¢islo a € R existuje ¢islo z husté podmnoziny b € H libovolné blizko k a (pfesnéji pro
libovolné a € R a € > 0 existuje b € H tak, ze |a — | < €). Pfiklad husté podmnoziny
v R jsou napftiklad racionalni ¢isla Q, jelikoz pro libovolné realné ¢islo mizeme
sestrojit posloupnost racionalnich cisel, ktera se k nému pfiblizuji libovolné blizko.
Dalsi ptriklad husté podmnoziny v R jsou tzv. dyadickéd raciondlni ¢isla. Jsou to
racionalni ¢isla, ktera se daji zapsat ve tvaru »; pro a € Z, m € Ny. Ve svych fesenich
nemusite dokazovat, Ze tyto mnoziny jsou husté v R.

e Mame-li zadané funk¢ni hodnoty na husté podmnoziné v R, pak existuje nejvyse
jedna spojita funkce jimi prochazejici. Hodnoty na husté podmnoziné tedy jedno-
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znacné zadavaji spojitou funkci. Jinak feceno, pro spojité funkce plati, Ze konverguje-
li posloupnost bodt na realné ose k x, pak konverguje posloupnost obrazt k f(x).

RESENi. Pokusme se odvodit z rovnice ze zadani vztah, ktery by nam pomohl v feSeni
ulohy. Prvni pozorovani je, Ze mame-li nenulové realné a, pak plati
1 1 2 1 1 2
21
a a al  fla) fla) f(a)

neboli f(a)f(%) = 2. Nyni neni zcela jasné, jak pokracovat. Je potfeba zkouset napady,

nez na néco narazime. Zkusme si tedy tfeba néjaké nenulové a rozepsat jako a =  + 4.
Potom

—_

a 2a 1 1 1 1 1 f(%)ﬁ(%)
f5+3)=r=1 oA AN TETNTEY ﬁ“ﬁﬁ 2

To je docela zajimavé pozorovani. Zjistili jsme, Ze hodnota funkce v nenulovém bodé
a € R musi spliiovat, Ze je primérem funkcnich hodnot symetricky rozloZenych kolem
bodu a. Stejny postup by snad mél fungovat, i kdybychom si rozepsali ¢islo a obecné jako
a=ka+ (1 —k)a. Postup je poté zcela stejny:

S

11 1 1 1 1 f£(2ka)+ f(2(1—K)a
f(ka+(1—k)a):f(a):f[—+ ]: N - -
o) f() flds) e feome 2

Tato rovnost plati pro vsechna k = 0,1, vzhledem k tomu, jak jsme ji sestrojili - potte-
bovali jsme, aby vyrazy k,(1 — k) byly invertibilni, tedy nenulové. Pojdme se zamyslet,

(a) = W iikd. Mazeme si ji BUNO piepsat na f(a) =

co nam tato rovnost f
w pro vSechna k # a. V podstaté vyjadfuje, Ze "funkéni hodnota primeéru je
pramér funkénich hodnot".

Nyni prichazi hlavni tvaha tlohy. Pfredpokladejme, Ze jiz zname funkéni hodnoty hle-
dané funkce f vbodech 1 a 2. Vime, Ze funkce f musi spliiovat rovnost f(a) = w
Tim padem je jednoznacné urcena i funkéni hodnota v bodé 3, jelikoz 2 = %, tedy
£(2) = LAB) 5 tehoz plyne f(3) = 2f(2) - f(1). Vimnéte si, 7e funkéni hodnota f(3)
lezi na pfimce ur¢ené hodnotami f(1) a f(2) diky naSemu odvozenému vztahu. Stejnym
zpusobem mame urcené hodnoty f(4), f(5),... ve vsech kladnych prirozenych cislech, a
opét vsechny lezi na pfimce urcené hodnotami f(1), f(2). S hodnotou v nule musime
byt opatrni, protoze tam nam ze zadani odvozena rovnost neplati, ale vime, ze f(-1)
leZi opét na pfimce uréené f(1),f(2), jelikoz 1 = = 2+3, tedy f(-1) = 2f(1) - f(3). Tedy
i funkéni hodnoty ve vSech zapornych celych cislech budou stejnym postupem lezet na
pfimce urcené body f (1), f(2). Pokud tedy zname funk¢ni hodnoty f(1), f(2), pak zname
funk¢ni hodnoty ve vsech celych ¢islech kromé nuly. Funkce f musi ale spliiovat odvo-

zené pravidlo. Protoze zname f (k)i f(k + 1), musi byt f ( 2k2+1) = f(k)+§(k+1). Zname tedy

funkéni hodnoty i v ¢islech "mezi"celymi ¢isly, tedy v ¢islech tvaru %, kde k je liché celé
Cislo. Vsechny tyto funkéni hodnoty opét lezi na primce urcené f(1), f(2). Tento proces
muzeme opakovat, tedy zname i funkcéni hodnoty v cislech %, kde k je liché celé cislo
apod. Zacina se nam tu rysovat pravé husta mnozina dyadickych racionalnich ¢isel v R.
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Vskutku, pro libovolné dyadické racionalni ¢islo jsme schopni po kone¢né mnoha kro-
cich odvodit jeho funk¢ni hodnotu a ta bude lezet presné na pfimce ur¢ené hodnotami

f(1),f(2).
Pojd'me si zopakovat, co vime. Pro hledanou funkci f ze zadani jsme odvodili, ze musi
splriovat vztah f(a) = w pro vSechna k # a. Predpokladame-li, Ze zname funk¢ni

hodnoty v bodech 1 a 2, jsme schopni podle tohoto pravidla odvodit i funkéni hodnoty v
libovolném dyadickém racionalnim ¢isle kromé nuly. VSechny funkéni hodnoty v téchto
¢islech budou lezet na pfimce urcené body f(1), f(2).

Nyni uz jsme skoro hotovi. Ze zadani vime, Ze spojité funkce jsou urcené jednoznacné
svymi hodnotami na hustych mnozinach v R. Dyadicka racionalni ¢isla bez nuly jsou
porad husta v R a mame na nich urcenou funkci - pfimku. Vime, Ze témito body urcité
prochazi spojita funkce - pfimka definovana na celém R, ktera je urcité spojita. Zaroven
je jedina spojita, ktera témito body mtize prochazet. Z toho nam vychazi, ze pokud mame
funkci ze zadani f, ktera je spojitd a zname funkcni hodnoty f(1) a f(2), pak funkce
f je pfimka na dyadickych rac. ¢islech, a tudiz je pfimka i na celém R diky tomu, Ze
funk¢ni hodnoty na husté podmnoziné definuji nanejvys jednu spojitou funkci. Zavér je,
Ze hledana funkce f musi byt pfimka.

Nyni uz jsme skoro na konci. Velice jsme si zjednodusili tvar funkce f - vime, Ze to
musi byt pfimka. Takovéto funkce maji obecné tvar f = ax + b. Zbyva dosadit tento tvar
do zadani a ovéfit, které pfimky jsou fesenim. Pocitejme:

AV AR B B 1
f(;+;)—a(;+;)+ '_f(x)+f(y)_ax+b+ay+b

Aby bylo f feSenim, musela by tato rovnost platit pro vSechna nenulova realna x, y.
Nejprve predpokladejme, ze zaroven a # 0,b # 0 a dojdeme ke sporu:
MiZeme dosadit y = —x a mame

1 N 1 B b-ax N b+ ax B 2b
ax+b —ax+b b2-a2x2  b2—g2x2  p2—42x2

a(l+i)+b:a0+b:b:

X —X

Toto ale neni mozné, protoZe by rovnost b = laz—z—ab?x? musela platit pro kazdé nenulové
x € R, coz oc¢ividné neplati. Alespon jedno z ¢isel a, b musi byt tedy nulové. Kdyby a = 0,
pak po dosazeni ziskavame b = %. Resenim této rovnice je b = +V2. Kdyby naopak b = 0,

pak
neboli

Tato rovnost plati o¢ividné pro a = +1. Posledni moznost, kdy a = b = 0 ocividné feseni
byt nemtize.

Zjistili jsme tedy, ze pokud je f spojitym fesenim ulohy ze zadani, pak f je pfimka
tvaru bud f = +V2, nebo f = +x. VSechny ¢tyfi funkce jsou spojitymi feSenimi hledané
rovnosti, coz ovéfime zkouskou:

f(l+l)_+ S22t 11
T a2 V2 V2 f) f)
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f(l+l):+(l+l):L+L:L+L
- tx xy  flx) f(y)

Jsme hotovi.
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