Mathrace Sada 1

odevzdavejte do 17.00

Pokud je teSenim pocet néjakich objekti a sprdvnd odpovéd je nekoneéno, napiste inf“. Pokud je
Tesenim raciondlni necelé éislo, napiste jej jako zlomek v zdkladnim tvaru (napt. 5/7, ale ne 4/6). Pokud
je Tesenim iraciondlni ¢islo, napiste jej v desetinném zdpisu s teckou zaokrouhleno na 5 desetinnigch mist

(napt. 5.55579846 . .. jako 5.55580).

1. Hvézdni kimosi
C3P0 a R2D2 se potkali na hvézdném seminafi pro roboty. C3P0 byl nastvany, Ze je prvni v abecedé.
R2D2 mu oponoval, Ze to nezné, protoze u néj je pravdépodobnost, Ze se to stane, dost malé. Urcete
prvnich pét nenulovych ¢éislic pravdépodobnosti, ze R2D2 bude prvni v abecedé mezi 20 roboty,
jestlize jména roboti se tvoii pismeno-¢islice-pismeno-¢islice. Pismeno se vybira z klasické anglické
abecedy a kazdé jméno robota je unikatni.
Vysledek: 11136
ReSeni:
Existuje 10 ¢islic a 26 pismen anglické abecedy. Chceme uréit pravdépodobnost, ze R2D2 bude prvni
v abecedé mezi dvaceti roboty, tedy vysledek bude podil po¢tu dvacetic, kde je R2D2 prvni v abe-
cedé, a poctu vSech dvacetic, kde je R2D2. Pocet vSech robotii je 26-10-26-10. Pocet vSech dvacetic,
kde je R2D2, ziskdme tak, Zze ze v8ech zbylych robotti vybereme 19 dalsich. Tedy jmenovatel naseho

zlomku bude (262'18271). Pocet dvacetic, kde je R2D2 prvni v abecedé, ur¢ime tak, Ze zjistime, kolik
robotu je v abecedé za R2D2, a z tohoto poctu vybereme 19. Roboti, ktefi za¢inaji R2D a jsou v
abecedé dale, existuje 7 (posledni ¢islice musi byt vétsi nez 2). Robotii zaéinajicich pouze R2 je 22-10
(t¥eti pozice musi byt pismeno vétsi nez D a posledni ¢islice uz muze byt libovolna). Podobné robott
zacinajicich pouze R existuje 7 - 26 - 10. Robott neza¢inajicich na R, ktef{ jsou v abecedé za R2D2,

existuje 8- 10 - 26 - 10. (Opét pouze prvni pismeno musi byt vétsi nez R, zbytek uz libovolny) Pocet

dvacetic, kde je R2D2 prvni v abeceds, je tedy (72 10+72610481026:10) "Hledana pravdépodobnost
(7+22-10+7-26-10+8-10-26-10
je tedy 262.13271) , coZ po vycisleni d4 spravnou odpovéd prvnich péti nenulovych ¢&islic
19
- 11136.
2. Traktor

Traktor jede pfes kladu pevné pfipevnénou k zemi. Uprostied pfedniho kola méa senzor, ktery zazna-
menava jeho pohyb. Po piejeti klady vykreslil senzor na pocitac kiivku viz obrazek. Uréete polomér
klady v centimetrech, kdyz vite, Ze polomér predniho kola je 50 cm.

. . 50
Vysledek: =
Reseni:
Prvné si musime uvédomit, ze kdyz traktor piejizdi kladu, stied jeho kola bude mit od povrchu klady

stale stejnou vzdalenost (konkrétné polomér kola, tedy 50 cm.) Znamena to, Ze klada a ¢ast kruZnice,
kterou vykreslil senzor, budou mit stejny stied. Oznacime polomér klady jako x cm a pak polomér



X + 50
50 -x

<

i, A

¢asti kruznice na pocitaci bude (z 4+ 50) cm. Nyni se zaméfime na thel mezi spojnicemi priseéika
¢asti kruznice a poloptimek (v obrazku a.) Cast kruznice je zfejmé ekvigonsla s obvodovym thlem
120°. Stiedovy thel je vzdy dvojnasobny, tedy 240° a o = 360° —240° = 120°. Z obrazku se zaméiime
na pravouhly trojihelnik ABC' s délkami stran (x + 50) cm a (z — 50) cm. Vypoéitame ZBAC,
ktery bude roven 1802_‘3” = 180-120° 62—0° = 30°. Pouzijeme znalost, ze sin(30°) = % a zaroveil je to
pomér protilehlé ku preponé a dostavame vysledek:

1 50—z

2 50+=zx

50 + 2 = 2(50 — )

3z = 50
L)
T3

. Devyho intervaly

Devy trénuje na bézecky zavod, a tak béha v rovnostranném trojihelniku o strané 1, pfepiileném
vyskou. Zacne u paty vysky a utikd kolmo na jednu ze dvou stran, na kterych pata vysky nelezi.
KdyzZ dorazi na stranu, tak se oto¢i a utika zpatky kolmo na vysku. Pak az dorazi na vysku, tak se
zase oto¢i a utika kolmo na tu stejnou stranu a tak dal a tak dal, dokud mu nedojde dech (coZ jemu
nikdy nedojde, tudiz do nekone¢na). Jak dlouhou trasu ubé&hne?

Vysledek: 3 + /3 = 3.23205

ReZeni:

Za¢neme tim, Ze si nakreslime obrazek Devyho trasy. Zazna¢me si do obrazku uhly. Protoze ABC
je trojuhelnik rovnostranny, tak |ZABC| = 60°. Mazeme dopoéitat, ze |ZBPyY;| = 30°, a proto pak
|£Y1 Py Py| = 60°. Vznikaji nam tam proto postupné podobné trojthelnicky, které jsou polovinou
rovnostrannych trojihelniki. Ze zadani vime, ze |[AB| = 1, tedy zo = |PyB| = %. Délku z; pak
miZeme spoditat jako vysku v rovnostranném trojihelniku se stranou xg (nebo pomoci sin, cos
ahli). Tedy 1 = @xo. Stejné tak xo muzeme spocitat jako vysku v rovnostranném trojuhelniku se

stranou x1, tedy x5 = @xl. Z cest jsme ziskali geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = § <1
a prvnim ¢lenem x; = ?mo = § . % Soucet této konvergujici (kvocient je mensi nez jedna)

geometrické poslupnosti pak muzeme spocitat pomoci vzorce:
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4. Zbytek od obéda
Kolik existuje prirozenych &isel n mensich nez 4444 takovych, Ze existuji pfirozena ¢&isla a, b tak, ze
4444a + 2222b dava zbytek 1 po déleni n?
Vysledek: 2000
Reseni:
Pokud je n soudélné s 4444, je urcité soudélné i s 2222, tedy existuje néjaké prirozené d > 1, které
déli n, 4444, 2222. Coz znamena, ze d bude délit i 4444a + 2222b pro libovolna pfirozena ¢isla a, b.
Tedy pokud bychom si napsali 4444a + 2222b = cn + r, kde r je nas zbytek po déleni, takze d musi
délit i r, tudiz r musi byt v&tsi nez 1.
Nyni se podivejme na ta n, kterd jsou s 4444 nesoudélna. Z Bezoutovy rovnosti plyne, Ze existuji
k, I, cela Cisla takova, ze 4444k + nl = 1. To znamené, Ze 4444 dava zbytek 1 po déleni n, protoze
pokud se obé strany maji rovnat, musi davat stejny zbytek po déleni n.

My bychom potfebovali néjaké piirozené ¢islo, ale k mize byt i zaporné. Nicméné zbytek 1 po déleni
n bude davat i kazdé &islo ve tvaru 4444(k + cn) pro celé &islo ¢, tudiz existuje i pfirozené ¢islo
k' = k + cn (pro n&jaké vhodné c¢) takové, ze 4444k’ dava zbytek 1 po déleni n. Nyni zvolime b = 2
aa=Fk —1adostaneme 4444(k’" — 1) + 2 - 2222 = 4444k’ které tedy dava zbytek 1 po déleni n.

Takze takova a, b existuji pravé pro n nesoudélna s 4444. Jejich pocet muzeme spocitat napiiklad
pomoci Eulerovy funkce ¢(4444) = ¢(4) - ¢(11) - ¢(101) = 2 - 10 - 100 = 2000.

5. Ujety eskalator
Rada s Leou jezdi do prvniho patra. Mohou jezdit bud po eskalatoru, nebo vytahem, ktery jede
pfimo nahoru a potka se s vrchnim koncem eskalatoru. Lea zjistila, ze kdyz jede na eskalatoru a jde
u toho do protisméru, tak ji cesta doli trva t¥ikrat déle (Lea je rychlejsi neZ eskalator), nez kdyz
jde nahoru stejnym smérem jako eskalator. Kdyz zjistily tuto véc, rozhodly se usporadat zavody na
rizné zpisoby. Pojede-li Lea vytahem a Rad’a na eskalatoru (ani jedna u toho nejde), bude Radin ¢as
1.875x vétsi nez Lein. Pojede-li Lea na eskalatoru a Rad’a nejprve ptijde od jednoho konce k vytahu
a pak teprve pojede vytahem, bude Lein ¢as 1.2x vétsi nez Radin. Uré¢i cosinus thlu, pod kterym
stoupaji schody. (Rad’a s Leou samoztejmé chodi obé stejnou konstantni rychlosti a nastupy/vystupy
a ¢ekani na vytah muZeme zanedbat.)
Vysledek: %
Reseni:
Rychlost eskalatoru si ozna¢ime jako wv., rychlost chiize jako v., a délku eskalatoru jako s. Potom
rychlost, jakou se budeme pochybovat nahoru (ve sméru eskalatoru), bude vy, + v, a rychlost, kterou
se budeme pohybovat v protismeéru, v.;, — v.. Z druhé véty tedy dostavame vztah:

3s s

Veh + Ve Uch — Ve

3(vch - Ue) = Uech + Ve

Veh = 20U,



Dale si ozna¢ime vysku vytahu jako x a z Pythagotrovy véty dostdvame, Ze vzdéalenost zacatku
eskalatoru a zacatku vytahu v pfizemi je v/s2 — z2. Rychlost vytahu oznaéime jako v,. Ze &tvrté
véty tedy dostéavame:

S _1,85%
Ve Vy
v
vy = 1,875—=
s
A 7z paté véty vidime, ze

s s2—z2
—=1,2(——+ —).
Ve Uch Uy

Nyni{ nahradime v, pomoci v., = 2v. a v, pomoci v, = 1, 875% a dostavame:

s 52 — g2 s
—=1,2
Ve 2 20, + 1, 875116)

3,755 = 2,25v/s2 — 2 + 2. 4s
1,355 = 2,251/ — 22
1,8225s% = 5,0625s> — 5, 062522
5,0625z2 = 3, 245>

e [321 [61 4
s V50625 V100 5

Vime tedy, ze délky = a s jsou v poméru 4 : 5, miizeme tedy polozit x = 4a, s = ba a vs? — z? = 3a.
Kosinus thlu je pomér prilehlé ku preponé a dostavame tedy vysledek

s2—2%2 3a 3

s " ha 5

. Na minutu presné

Ucastnici Mathrace museji tlesknout vzdy, kdyZ se aktualni ¢as v minutiach (pocet minut, které
ubéhly od posledni pilnoci) rovna velikosti thlu, ktery sviraji ru¢icky hodin, v thlovych minutach.
Soutéz zac¢ina v 16 hodin, tedy v 960 minut. V jaky ¢as tlesknou ucastnici poprvé? Vysledkem je
zlomek vyjadiujici aktualni pocet minut. Hodiny maji jen hodinovou a minutovou rucicku.

. . 324000
Vysledek: =557

Reseni:
Za¢iname, kdyz je 16:00 (tedy 960 min) a rucicky sviraji thel 120° = 7200’. Nyni se podivame, co
1

se stane, kdyZ bude o minutu vic. Velka rucicka se posune ve sméru hodinovych rucicek o g5 celého

ahlu. Cely thel ma 360 - 60’ = 21600’, tedy nas thel se zmensi o 2166000/ = 360’. Mala rucicka se ale
posune min, konkrétné o T%o celého thlu. Nas dhel se tedy zaroven zvétsi o Qllfggl = 30’. Kdyz to

spojime, dostavame, Ze s kazdou minutou se nam thel zmensi o 330’. Podet minut, ktery musime
pric¢ist k 960, aby se nam minuty rovnaly, si ozna¢ime jako x a dostdvame jednoduchou rovnici:

960 4+ x = 7200 — 330x

331z = 6240
6240
© 331

ho 6240 __ 324000
Vysledek bude tedy 960 + %557 = 2557~



7. Polynom
Uvazme polynom 22 + ax? + bx + 8. Terka zjistila, Ze ma dvojnasobny kofen a viechny jeho koteny
jsou celoéiselné. Uréete soucet hodnot, kterych miize nabyvat vyraz a? — 2b.
Vysledek: 78
Reseni:
Oznac¢me si dvojnasobny celo¢iselny koten jako x1, pak je tam jesté tfeti kofen x3, pfiCemz protoze je
polynom tfetiho stupné, uz to museji byt vSechny kofeny a miZeme ho rozlozit na kofenové ¢initele
tvaru: 3 + az? + br + 8 = (x — x1)(z — 71)(z — x3). Plati:

T1X1T3 = -8
121 + 123+ 2123 =0
r1+x1 +x3=—0

znamé taky jako Viétovy vztahy. Vezme si prvni rovnici, ze které vidime, ze dvojnasobny kofen musi
délit -8 ve druhé mocniné, ziskdvadme proto moznosti 1 = +1, +2. Pocitejme:

e v = 1,73 = —8, pak a® — 2b = 62 — 2(—15) = 66

ez =—123=-8 paka®?—20=10>-2-17=66

e vy =223 =2, pak a? — 2b =22 — 2(—4) = 12

o1 =-223=-2,paka?—-2b=82-2-12=12

Vyraz miize nabyvat dvou hodnot, a vysledek tedy bude jejich soucet 12+66=78.

8. Rozbity display
Lukas je zruény a vyrobil si funkéni digitalni display hodin (ptilnoc je 00 : 00). Teda skoro funkéni.
Obc¢as nahodné kombinace segmenti nesviti. Display je tvofen ¢tyimi pozicemi pro cifry, kazda
pozice ma klasicky 7 segmentt. Kolik existuje kombinaci rozsviceni segmentii takovych, ze z nich lze
jiz jednoznac¢né urdit, kolik je hodin?
Vysledek: 950 208

Reseni:

Nejdfive se zaméFime na posledni (¢tvrtou) pozici. Jedna se o minutovou pozici ktera miize obsahovat
v8echny ¢islice 0—9. V digitalnim zapisu si mizeme povsimnout, ze v8echny éislice jsou podmnozinou
Cislice 8 (8 obsahuje vSech 7 segmentil). Na této pozici je mozné jednoznaéné uréit pouze 8, zbytek
lze na ni vzdy doplnit. Musime tedy najit takova rozsviceni, ze jednoznac¢né urcuji 8. Jsou urceny
3 segmenty (prostiedni, horni vpravo, dolni vlevo), které musi vzdy svitit, abychom mohli vyloucit
¢islice 0,6,9. Zaroven timto rozsvicenim vylouc¢ime i 1,3,4,5,7, takze ndm zbyva vyloucit pouze
Eislici 2. Na to méame 3 moZnosti: bud bude svitit segment vlevo nahofe; vpravo dole; nebo oba.
Takto jsme tedy jednoznac¢né uréili ¢islici 8, pfi¢emz horni a dolni segment jsme viibec nepouzili.
Celkem mame tedy 3 x 2(horni sviti/nesviti) x2(dolni sviti/nesviti)=12 moZnosti, jak jednoznaéné
urcit posledni pozici.

3. pozice (desitky minut) mtze nabyvat hodnot 0 — 5.

Jednoznac¢né urceni ¢éislice 0

Pokud bude svitit levy dolni segment, hned muzeme vytadit 1,3,4,5. Na odliSeni od dvojky musi
svitit levy horni, pravy dolni, nebo oba zaroven => 3 moznosti. Dile mame pofad nepouzivané 3
segmenty (horni; pravy horni; dolni), které mizou, ale nemusi svitit. Celkem: 3 x 23 = 24 moznosti.
Pokud by levy dolni segment nesvitil, tak musi svitit pravy horni (pro odliSeni od 5) a levy horni
(pro odligeni od 3). Tim rovnou vyfazujeme 1 a 2 a pro vyFazeni 4 mame 3 moznosti: sviti horni/
dolni/ oba. Timto mame jednozna¢né uréenou 0 bez vyuziti pravého dolniho segmentu (levy dolni
musi nesvitit, aby se tyto moZnosti odliily od vySe zminénych 24 moZznosti) => 3 x 2 = 6 dalsich
moznosti. Celkem celkem: 24 4+ 6 = 30 moznosti.

Jednoznac¢né urceni ¢islice 1

1 je bohuzel podmnozinou éislic 0 a 3, proto se ned4 jednoznac¢né zapsat.



Jednoznac¢né urceni cislice 2

Na displayi musi svitit prost¥edni segment (na rozliseni od 0) a pokud bude svitit levy dolni (jinak
se neodlisi od 3), uz je 2 jednozna¢né. Pro tuto variantu mame 23 = 8 moznosti (pravy horni; hornf;
dolni sviti/nesviti). Jind moZnost neni.

Jednoznaéné urceni cislice 3

Podobné jak u dvojky musi svitit prostfedni (0) a pravy dolni (2). Jesté se musime odlisit od 5 -
to mame jednu moznost: pravy horni segment. Na rozliSeni od 4 musi svitit horni, dolni, nebo oba
segmenty => celkem tedy 3 moZnosti.

Jednoznaéné urceni cislice 4

Musi svitit: prost¥edni (0), levy horni (3), pravy horni (5). Timto rozsvicenim zaroveil vyFadime i 1
a 2 => na pravém dolnim segmentu nezalezi, jestli sviti, nebo ne => 2 moznosti.

Jednoznaéné urceni é&islice 5

Must svitit: prostfedni (0), levy hornf (3). Tim vyfazujeme i 1 a 2. 4 mizeme vyFadit rozsvicenim
horniho, dolniho, nebo obou segmenti - 3 moznosti. Stale jsme nepouzili pravy dolni segment =>
3 X 2 = 6 moznosti.

30+0-+8+3+2+6 = 49 moZnosti pro 3. pozici.

Pokud na prvni pozici bude 0 nebo 1, na druhé pozici musi byt osmicka, kterou miizeme jednoznacéné
uréit 12 zpisoby. Pokud bude tedy na druhé pozici 8, vime, Ze na prvni je 0, nebo 1, pficemz 1
nejsme schopni jednozna¢éné zapsat. 0 miizeme zapsat celkem (2% — 1) x 22 = 60 zptisoby, kde
24 jsou viechny svételné kombinace horniho; levého horniho; levého dolniho a dolniho segmentu az
na tu (—1), kde zadny z téchto 4 segmentii nesviti (tim mame zajisténé odliSeni od 1). To celé je
vynasobené 22 za pravy hornf a pravy dolnf segment, které muZou svitit, ale nemuseji.

Na prvni pozici mtuze byt i dvojka. Tu odlisime od 0 a 1 rozsvicenim prostfedniho segmentu. Dale
méame 4 dalsi segmenty (horni; pravy hornf; levy dolni a dolni), které miiZzou svitit => 2% =16
moznosti. V tomto piipadé, kdyz vime, Ze na prvni pozici je dvojka, na druhé pozici muzou byt
pouze ¢islice 0 — 3.

Jednoznac¢né urceni ¢islice 0

Pokud bude svitit levy horni segment, hned mtizeme vyfadit 1,2,3 a mame 2° = 32 moznosti. Pokud
levy horni segment svitit nebude, musi svitit pravy dolni (pro vyfazeni dvojky) a levy dolnf (3). Tim
rovnou vyfazujeme i jednicku. 2 segmenty sviti, 1 svitit nemtze a na zbylych 3 nezalezi => 23 = 8
moznosti. Celkem tedy 40 moznosti

Jednoznaéné urceni ¢islice 1

1 je bohuzel podmnozinou ¢éislic 0 a 3, proto se ned4 jednoznac¢né zapsat.

Jednoznac¢né urceni cislice 2

Na displayi musi svitit prostfedni segment (na rozliSeni od 0), a pokud bude svitit levy dolni (jinak
se neodlisf od 3), tak uz je 2 jednozna¢na. Pro tuto variantu mame 23 = 8 moznosti (pravy hornf;
horni; dolni sviti/nesviti).

Jednoznaéné urceni cislice 3

Podobné jak u dvojky musi svitit prostiedni (0) a pravy dolni (2). Zbylé 3 segmenty mohou svitit v
libovolné kombinaci, takze mame zase 23 = 8 moznosti.

40404848 = 56 moZnosti pro 2. pozici, pokud na 1. pozici je dvojka.

Vysledné 4 pozice jsou nezavislé, proto po¢et moznych rozsviceni mizeme vyjadfit jako sou¢in moz-
nosti na kazdé pozici.

Pokud na 1. pozici je 0 => 60 x 12 x 49 x 12.

Pokud na 1. pozici je 2 => 16 x 56 x 49 x 12.

Celkem tedy: 60 x 12 x 49 x 12 4+ 16 x 56 x 49 x 12 = 950208 moznosti.

. Martovo DnD
Marta hraje DnD a héazi tfemi kostkami. P¥i hodu se pocitaji lepsi dvé kostky a pro tspéch pot¥ebuje
hodit soucet alespon 9. Jaka je pravdépodobnost, Ze se mu to podaii?

Vysledek: %

ReSeni:
Zpiisobt, kterymi miize skonéit hod tfemi kostkami, je celkem 63 = 216. Zbyva nam uréit, kolik z
nich ndm d& soucet dvou vétsich alespon 9.

Rozeberme si pripady podle toho, jaké padlo nejvétsi ¢islo:

o Nejvétsi Cislo je 6. Pak dostaneme soucet alesponi 9 jen pro druhé nejvétsi ¢islo s hodnotou
3,4,5 nebo 6.



10.

Druhé nejvétsi | Treti kostka | Kolika zptisoby se tomohlo stat
6 6 1
6 {1,2,3,4,5} 5x3=15
5 5 3
5 {1,2,3,4} 4x6=24
4 4 3
4 {1,2,3} 3x6=18
3 3 3
3 {1,2} 2x6=12

Celkem méame 1+ 15+ 3+ 24+ 3+ 18 + 3 + 12 = 79 zptisobi, kolika mohlo padnout alespon 9
s nejvétsi kostkou 6.

e Nejvetsi ¢islo je 5. Pak dostaneme soucet alesponn 9 jen pro druhé nejvétsi ¢islo s hodnotou 4

nebo 5.
Druhé nejvétsi | Treti kostka | Kolika zptsoby se tomohlo stat
5 5 1
5 {1,2,3,4} 4x3=12
4 4 3
4 {1,2,3} 3 x6=18

Celkem méame 1+ 12+ 3+ 18 = 34 zptisobt, kolika mohlo padnout alespon 9 s nejvétsi kostkou
5.

e Nejvetsi ¢islo je 4 nebo méné. Pak zFejmé soucet dvou nejvétsich bude nejvyse 8, coz neni
vysledek, ktery by Marta chtél.

= . PSP : - . 79+34 _ 113
Secteme vSechny vyhovujici moznosti a dostavame vysledek 5= = 575.

Mrté funkce
Pro pfirozené &islo n oznac¢ime ¥(n) soucin viech jeho délitela. Kolik je log, U (¥ (T (¥ (10))))?
Vysledek: 45765225

Reseni:

T(10) =1-2-5-10 = 100
W(100) =1-2-4-5-10-20-25-50-100 = (1-100) - (2-50) - (4 25) - (5 - 20) - 10 = 10°

Pfi vypoctu ¥(100) nam velmi pomohlo to, Ze délitele Slo poparovat tak, Ze jejich soucin byl 100 (az
na jeden ¢len). Ditvod je ten, Ze pokud k | 100, tak i 2 | 100. Obecng pro ¥(10™) mame:

1 - 2 ... 2n7b . 9m
-5 .25 .....2nl.5 . 9n.5
<5m . 2.57 . .2nmlogn . on g
Tabulka délitela je velikosti (n+1) x (n+1), TakZe pomoci popéarovani ziskame % zaokrouhleno
doli ¢initelt velikosti 2" - 5 = 10™. Pro liché n je (n + 1)? sudé, takze je jich pravé W a jejich
celkovy soucin je:
1)2 n(n+1)2
(107) “FE = 10"
Pokud je n sudé, tak tak je (n + 1)2 liché, a délitelé tedy nepijdou perfektné popérovat. Délitel

2253 = 10% by totiz chtél byt v paru se sam sebou, ale takovy délitel je jen jeden. Jinak je %

part, takze jejich celkovy soucin je:

(n+1)2—1 n n(n+1)2—n n n(n+1)2
2 2 2

(10™) 105 =107 = -10% =10
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Vysledek je v obou piipadech stejny, takZze mame néasledujici vzorec pro ¥(10™):

n(n+1)2

U(10™) =107 =
Pak uz primocarym vypocétem dojdeme k vysledku:

9.102

T(T(T(T(10)))) = T(T(T(100))) = T(T(10%) = T(10 2 ) = ¥(10*%) = 10%24%5 _ 104765225

Odpovéd je tedy 45765225.

Devy ma dvé andulky

Devy méa dvé andulky. Jedna je zelena, druha je modra. Zelena krouzi kolem kulatého lustru dokola,
a to tak rychle, ze jeden okruh ji trva 20 s. Modra krouzi v opa¢ném sméru a jeden prelet ji zabere
25 s. Lustr se to¢i konstantni rychlosti ve sméru zelené andulky. Ptaci vyleti ve stejnou dobu ze
stejného mista. Poprvé se potkaji opét na stejném misté ob& andulky i lustr (ve vychozi pozici) za
400 s. Urcete soucet temp, kterymi se miize lustr otacet. Tempem uvazujeme ¢as jedné otacky.
Vysledek: 496

ReZeni:

Nejprve si uvédomime, ze smér letu ptaki ani smér otaceni lustru nic na tloze neméni. Jde nam jen
o to, jak dlouho ptdkim a lustru trva jedna otacka. Poprvé se vSe potkd po 400 sekundach, tedy
nejmensi spole¢ny nasobek vSech t¥{ rychlosti je 400. Nejmensi spoleény nasobek ¢isel 20 a 25 je 100,
proto hleddme vsechna &isla, jejichZ nsn s ¢islem 100 je 400. 100 = 22 - 52, v hledaném &isle musi
byt v rozkladu 2% a 57, kde n € {0, 1,2}. Spravné moznosti jsou tedy 16, 80,400. Jejich soucet je 496.

Vylety po Slovensku

Vlakomil rad cestuje, ale nerad by jel na stejny vylet vickrat. Kolik vylett po Slovensku si muze
naplanovat, jestlize chce pii kazdém vyletu projet kazdy slovensky kraj pravé jednou? MiuZe piejet
z kraje do druhého kraje, jen kdyZ spolu sousedi.

Vysledek: 22

ReZeni:

Tmava Bratislava sousedi pouze s jednim dal$im krajem
PV | => vylet v ni bude bud za¢inat, nebo koncit. Za-
Trendin Jiina méfime se na vylety zacinajici v Bratislavé. Vy-
sledny pocet vsech vyletit bude dvojnasobny (ke
kazdému vyletu z Bratislavy existuje i vylet "po
zpatku"). VSechny nase vylety tedy povedou z
Bratislavy do Trnavy a nasledné bud do Nitry,
Zjednodusena mapa Slovenska nebo Trencina.

Br.

Kosice

Nitra Banska Bystrica

3. kraj = Trencin

Trenéin — Zilina — Presov — Kogice — Bansk4 Bystrica — Nitra v

Trenéin — Zilina — PreSov — Banska Bystrica — do Kogic nebo do Nitry se nedostaneme
Trenéin — Zilina — Banské Bystrica — do Kosic / PreSova nebo do Nitry se nedostaneme
Tren¢in — Banska Bystrica — do Kogic / Presova / Ziliny nebo do Nitry se nedostaneme
Tren¢in — Nitra — Bansk4 Bystrica — Zilina — Pregov — Kogice v

Trenéin — Nitra — Banskd Bystrica — Presov — do Kogic nebo do Ziliny se nedostaneme
Trenéin — Nitra — Banskd Bystrica — Kogice — Presov — Zilina v/

Trnava

Presov

Trencin Zilina

KoSice

Nitra Banska Bystrica
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3. kraj = Nitra

Nitra — Banské Bystrica — Kosice — Presov — Zilina — Trenéin v

Nitra — Banské Bystrica — Presov —do Kogic nebo do Ziliny / Trencina se nedostaneme
Nitra — Banské Bystrica — Zilina —do Kosic / Presova nebo do Trenc¢ina se nedostaneme
Nitra — Banska Bystrica — Trenéin — Zilina — Pregov — Kogice

Nitra — Trenéin — Zilina — PreSov — Kogice — Banské Bystrica v/

Nitra — Trenéin — Zilina — Presov — Banska Bystrica — Kosice v

Nitra — Trenéin — Zilina — Bansk4 Bystrica — Presov — Kogice v

Nitra — Trenéin — Zilina — Banska Bystrica — Kosice — Presov v

Nitra — Tren¢in — Banska Bystrica — Zilina — Pregov — Kogice v

Nitra — Tren¢in — Banska Bystrica — Presov do Kosic nebo do Ziliny se nedostaneme
Nitra — Tren¢in — Banska Bystrica — KoSice — Presov — Zilina v

Trenéin Zilina Presov
Trnava ] I
| |
Al L
Br. VA VA A v
I A\ VA \
} / Z_ _\[XT71IX Z 1
i v " '
Nitra Banska Bystrica Kosice

Mame 11 vyhovujicich cest, celkem tedy 22 vyleta.

Zakladni kameny

Mame polynom p = x3+y3+23 —22y? — 2222 —9%22. A definujme si t¥i zdkladni stavebni polynomialni
kameny k1 =z +y + 2, ko = xy + yz + zx, ks = xyz. Mizeme vystavit polynom p pomoci naSich
stavebnich kamenti jako p = akiks + bk3 + ckaok? + dki + eks + fkaok1 + gk3 (protoZe v p jsou pouze
prvky stupné ¢tyti a tii). Najdéte tyto koeficienty a jako FeSeni napiSte za sebe jejich absolutni
hodnoty v potadi abcdefg.

Vysledek: 2100331

ReSeni:

Jediny zpiisob, jak ziskat ¢len 3, je pomoci k; umocnéného na tieti.
ES =2 + % + 28 + 3(2%y + 222 + o2 + yPa + 22 + 222) + 6ryz
kS — 6ks = 2 + 3 + 23 + 3(2®y + 2%z + vz + 9%z + 222 4 2%2)

2y ziskdme nasobkem koky:

Cleny tvaru u
koky = 22y + 222 + y?2 + y2x + 22x 4 %2 + 3y
22y + 22z + vy z + yPr + 22 + 222 = koky — 3ks
3(x?y + 222 + yP2 + yPx + 222 + 22x) = 3(koky — 3k3).
Dohromady dostavame
kY — 6ks = 2 + 5y + 2% + 3(2y + 2%z + vz + P2 + 222 + 2%2)
k3 — 6ks = 2 + y3 + 23 + 3(kok; — 3k3)
23 4+ 4+ 2 = kY — 6k3 — 3(koky — 3k3)
2+ + 2% = & + 3ks — 3koky.
Cleny z2y? + 2222 4 y222 vyjadiime pomoci k3:
k3 = 2?y? + 2227 + 222 + 2(2%yx + vty + ayz?)

Kde
22y + xy’z + 2y = kiks
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k% = 22y? 4+ 2222 + y22% + 2k ks
22y? + 2?2?22 = kg — 2k ks.
Nakonec vyjadfime p jako

p=a® 1P 2% - a?y? — a2 2R

p = k3 + 3ks — 3koky — (k3 — 2k1k3)
p = k3 4 3kz — 3koky — k2 + 2k ks.
Odtud vidime, ze a =2, b=—-1,¢c=0,d=0,e=3, f = =3, g =1, a tedy vysledek je 2100331.

Koule z modeliny

Anna se rozhodla, Ze si chce vymodelovat koule. Vzala si plastelinu a zacala modelovat. Celkem
vymodelovala 10 kouli. Prvni koule méla polomér 1 m. Pfi kazdé dalsi kouli se rozhodla s pravdé-
podobnosti %, jestli kouli zdvojnésobi polomér, nebo ho zachova. Urcete pravdépodobnost, Ze ji k
vymodelovani 10 kouli bude stagit 1690 m? plasteliny.

Vysledek: %

Reseni:

Pfipomeiime, Ze objem koule se po¢ita pomoci vzorce V = %m“?’.
Dale si muzeme piedpoditat, jaky maximélni polomér miiZze mit koule, aby ji mohla Anna vymode-
lovat v ramci téch 10 kouli.

Polomér 1 2 4 8
Objem | 4.18879... | 33.51032... | 268.08257... | 2144.66058...

Vime tedy, ze urc¢ité nevymodelovala zddnou kouli s polomérem 8 nebo vétsi. Jak mohlo jeji mode-
lovani vypadat?

Vs&echny ¢erné cesty pres ¢erné vrcholy znazornuji pravé ty moznosti, jak by mohla Anna vymodelovat
10 kouli z modeliny, kterou méa k dispozici, a na nichz by vymodelovala jen maximéalné 5 kouli o
poloméru 4.

Cesta se 6 koulemi o poloméru 4 je mozna jen v pfipadé, Ze alespon dvé z kouli maji polomér 1.

Cesty s vice nez 6 koulemi nejsou mozné, coz je jednoduché ovérit.

10
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Kazd4 cesta ma pravdépodobnost 2% a je jich celkem 1+ 9+ (4+5+6+4+7+8)+2=42.

Vysledné pravdépodobnost je tedy 5‘% = %.

Kluk s kamenim

Lukas je nastvany, a tak kolem sebe ze zlosti hazi kameny. Matematiku ale i pfesto miluje, tak se po
chvili zarazil a zacal radsi po&itat, jaka je (pfi ndhodné zvoleném dhlu (0 — 90 stupiiii) a sile vrhu)
pravdépodobnost, Ze maximalni vyska kamene od zemé prekona jeho finalni vzdalenost od mista
vrhu (Lukas se pohybuje na dokonalé roving).

Vysledek: 0.15596

ReZeni:

Podivejme se, jak musi Lukas hodit kdmen tak, aby jeho maximalni vyska byla stejna jako vzdalenost
dopadu. Kamen poleti po parabole a nejvyssiho mista dosdhne v jejim vrcholu. Umistéme si tuto
parabolu do soustavy soufadnic tak, aby prochazela pocatkem a byla v ném rostouci. To bude
zaroven misto, na kterém Luka$ stoji. Ozna¢me maximalni vysku kamene p a pokusme se vyjadfit
parabolu rovnici. JelikoZ prochazi po¢atkem, bude jeji rovnice tvaru ax? + bx. Maximalni vygky
kamen dosahne, kdyz = %, a tak “'T”Z + %’ = p. V bodé dopadu pak plati a - p> +b-p = 0.
VyfteSenim soustavy rovnic dostavame rovnici paraboly

4. g2

Yy=— + 4z.
Abychom zjistili ahel, pod kterym byl takovy kdmen hozen, potiebujeme znat smérnici tecny v
pocatku. Pro FeSitele, ktefi uméji pocitat s derivacemi, jisté nebyl problém ji dopocitat pomoci nich,
podivejme se ale, jak se na ni dalo pfijit i jinym zptisobem.
Po te¢né chceme, aby prochéazela bodem dotyku, tedy pocatkem a zaroven méla s parabolou pravé
jeden spolecny bod. Také nesmi byt rovnobézné s osou paraboly, ktera je v naSem ptipadé rovnobézna

s osou y. Takova pifimka bude mit rovnici tvaru y = k - . Kdyz toto dosadime do rovnice paraboly,
dostaneme jako feseni vSechny jejich priseciky.

4. g2

+ 4z

Tato rovnice méa urcité feseni 0, protoze oba utvary prochéazeji pocatkem. Aby piimka opravdu byla
te¢nou, potiebujeme, aby i druhé feSeni bylo 0. Dostavame tedy po vydéleni x a dosazeni x = 0

4.
ST k—4=0

Smeérnice te¢ny v poc¢atku je 4. Uz staci jen dopocitat thel, ktery svira s osou x. Ze znamého vztahu
dostaneme tga = 4, a = arctg4. JelikoZz Lukas hazi pod ndhodnym thlem mezi 0 a 5, pravdépodob-

nost, ze thel bude vétsi nez arctg4, je 1 — 2'027'594 ~ 0.15596. Muzeme si v8imnout, Ze na sile vrhu
ani vzdalenosti dopadu nezalezi. ReSeni by se tedy dalo zjednodusit a pocitat pro néjakou konkrétni

hodnotu p bez tjmy na obecnosti.
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